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1. 反思 2007 

新 加 坡 2007 年 DO 水 平 数学 教学 大 纲 出 现 
了 哪些 新 的 变化 ? 在 我 看 来 , 主要 是 教学 方法 
的 改变 , 旭 关 注 了 数学 的 “过 程 *" 和 "情境"; 全 
于 数学 内 容 共 本 没有 变化 . 

茸 实 上 ,， “过 程 ? 和 “情境 "并 不 是 新 事物 . 
中 国 时 在 2000 年 以 前 就 有 了 . 如果 你 看 了 中 
到 二 代 的 经 典 之 作 一 一 《 九 童 算术 》, 或 者 此 他 
的 数学 著作 , 你 就 会 明白 我 所 说 的 了 . 这 些 车 
作 遂 常 包含 了 许多 问题 . 这 些 问 题 都 是 以 生活 
情境 的 方式 呈现 , 并 且 总 是 以 过 程 的 方式 解决 . 
洲 时 ， 自然 没有 什么 公式 . 不 过 , 如 果 过 程 本 
身 就 可 以 得 到 答案 , 也 就 没有 公式 存在 的 必要 . 
我 们 现在 只 是 重新 把 这 些 东 西 捡 起 来 , 事实 上 
放 没 有 任何 水 冲 . 

间 样 ,“ 过 程 > 和 “情境 ?在 新 加 坡 也 不 是 什 
么 新 鲜于 物 . 许多 年 前 , 确切 地 说 是 在 50 人 年 以 
河 , 欧 氏 上 几何 和 和 盾 顿 力学 是 中 小 学 数学 课程 的 
一 浸 分 . 在 欧 氏 儿 何 中 , 我 们 要 证 明定 理 , 为 了 
证 明定 理 , 我 们 不 得 不 经 历 过 程 ; 在 力学 里 , 我 
们 查 构 造 模 型 , 为 了 构造 模型 , 我 们 不 得 不 回 
色情 弄 之 中 . 所 以 , 没有 什么 新 的 . 

自 60 年 代 西 方 的 数学 教育 改革 、70 年 代 
浙 加 坡 的 数学 教育 改革 之 后 , 欧 氏 几何 逐渐 离 
我 们 远 去 , 改革 导致 中 学 的 数学 变 成 了 纯 数 学 ， 
力学 也 用 渐 被 统计 学 代替 . 从 此 以 后 , 我 们 衫 
类 了 两 个 丰富 的 , 应 该 说 是 非常 丰富 的 数学 学 
站 和 和 涉 试 的 领域 . 往往 失去 了 才 知 道 珍 惜 , 现 
在 , 我 们 所 作 的 努力 , 正 是 试图 恢复 我 们 所 失 
去 的 东 熙 . 换 句 话说 , 在 当前 的 数学 教学 中 , 我 
们 强调 过 程 , 以 及 在 ( 拟 ) 现 实情 境 中 提出 数学 
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问题 . 上 其实 这 些 我 们 在 欧 氏 儿 何 和 力学 中 都 曾 
经 拥有 过 , 只 是 后 来 琉 弃 了 . 

在 教育 中 , 很 少 有 新 的 思想 出 现 , 人 们 外 
是 简单 重复 , 所 做 的 就 是 宙 : 个 新 多 词 . 

2. 一 系列 问题 

接 下 来 , 我 们 具体 讨论 这 个 所 谓 教 学 “ 浙 
方法 ”的 四 个 问题 . 

2.1 我 们 期 望 什么 ? 

我 们 期 缁 学 生 能 掌握 所 学 的 数学 知识 ， 问 
时 也 期 望 他 们 能 应 用 这 些 知识 .我 们 希 记 学 
生 能 回答 TIMSS 中 的 数学 问题 , 同时 也 项 时 
他 们 能 回答 PISA 中 的 数学 问题 大 家 认为 ， 
TIMSS 测试 的 是 学 生 的 数学 知识 ,If PISA 网 
多 的 是 评价 学 生 的 应 用 能 力 . 换血 话说 , 我 们 
希望 学 生 既 懂得 数学 , 叉 慷 得 如 何 应 用 数 符 . 

在 教学 实践 中 , 我 们 打算 引入 开放 题 ， 并 
期 望 学 生 能 够 回答 这 些 问题 . 这 里 的 关键 麟 雹 
开放 . 为 了 回答 这 些 问题 , 学 生 必 须要 思 兴 ,J 市 
不 是 只 赁 记忆 . 

2.2 我 们 该 怎么 做 ? 

我 们 可 以 提出 一 些 开 放 问 题 , 比如 建 异 ， 
就 是 一 个 很 好 的 途径 ， 尽 管 还 有 其 他 的 说 法 ， 
比如 表现 性 任务 (performance task)、，、 个 只 让 
说 法 不 同 , 本 质 和 建 横 是 一 样 的 , 有 一 点 说 省 
意 , 建 模 问 题 总 是 在 情境 中 提出 的 . 

我 们 经 党 使 用 等 级 评定 (rubric) 的 方法 米 
评价 学 生 的 表现 . 不 过 要 注意 , 教育 研究 中 使 
用 的 等 级 评定 方法 和 课堂 教学 中 使 用 的 等 级 评 
定 方法 是 不 一 样 的 , 我 们 不 可 能 把 研究 电 的 方 
法 全 得 照搬 到 教学 中 来 , 初步 采用 就 是 够 了 . 

2.3 我 们 怎么 着 手 ? 


* 水 文 是 新 加 坡 南 洋 理 工大 学 这 和 儿 弥 先生 受 邀 发 表 在 Southeast Asian Mathematics Education Journal 第 1 半 
第 1 期 (2011 年 11 月 ) 上 题 为 What might happen to school mathematics in 2013? 的 文章 . 感谢 李 党 生 和 原文 期 刊 
授权 我 们 译 成 中 文 , 同时 还 要 感谢 李 先 生 审读 了 译文 . 适 望 此 文 能 对 我 加 中 学 数学 教育 改革 有 所 启 这 . 
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经 常 听 到 教师 抱怨 说 “没有 时 间 呀 ! ?我 
们 并 不 是 说 每 天 都 要 做 建 模 , 一 年 中 至 少 要 
有 一 次 , 不 过 每 个 学 期 最 多 也 只 能 做 一 次 (如 
果 一 年 有 四 个 学 期 的 话 )， 提 问 也 是 一 种 有 效 
的 方式 , 可 以 说 是 一 门 艺 术 . 比如 , 我 们 先 假 
设 四 边 形 的 面积 公式 是 (2 二 <) (2 二“), 其 
中 a、b、c、d 分 别 是 四 条 边 长 . 不 管 这 个 公子 
是 好 还 是 坏 , 可 以 问 “ 这 个 公式 好 在 哪里 ? ”这 
样 就 保证 了 问题 的 开放 性 . 

2.4 我 们 为 什么 要 这 么 做 ? 

我 们 教 数 学 , 也 应 该 教会 学 生理 解数 学 . 
为 此 , 我 们 必须 重视 过 程 . 我 相信 这 是 众 所 周 
知 的 . 

然而 , 我 们 还 是 需要 公式 和 代数 . 因为 公 
式 常 常 可 以 让 数学 变 得 简单 , 让 数学 变 得 便于 
应 用 , 不 要 握 弃 公式 , 过 程 和 公式 我 们 同样 需 
要. 

3. 展望 2013 

新 加 坡 2013 年 的 DO 水 平 数学 教学 大 纲 会 
出 现 哪 些 变化 呢 ? 至 少 有 一 个 元 素 是 新 的 , 即 
学 习 经 验 (learning experiences), 瑞典 2011 年 
的 教学 大 纲 称 它 为 知识 需求 (knowledge re- 
quirements)， 简单 地 说 ， 就 是 明确 提出 要 让 
学 生 在 学 习 过 程 中 积累 经 验 . 比如 教 二 次 函数 
时 , 希望 学 生 能 认识 到 二 次 函数 的 图 像 是 一 条 
抛物 线 , 这 是 一 个 经 验 ; 还 希望 学 生 用 二 次 函 
数 的 图 像 找 杀 最 大 值 或 最 小 值 点 , 这 就 是 应 用 ， 
也 是 一 个 经 验 . 从 某 种 程度 上 说 ,这 是 强调 过 程 
的 自然 结果 , 我 们 只 是 义 向 前 走 了 一 步 , 明确 
提出 了 学 习 经 验 . 

并 不 是 只 有 我 们 在 教学 大 纲 中 提出 了 这 
种 观念 ， 瑞典 也 正在 这 么 做 ,虽然 不 尽 相 同 . 
美国 在 2010 年 的 《各 州 公共 标 准 》(Common 
Core State Standards) 中 也 提出 了 类 似 的 观 
念 . 南美 洲 的 智利 在 2011 年 《中 学 数学 教 
师 教育 的 学 科 和 教学 标准 》(Content and 
Pedagogical Standards for Secondary School 
Teacher Education in Mathematics) 的 草案 中 
也 提 到 了 这 个 想法 . 美国 没有 统一 的 数学 教学 
大 网 ，《 各 州 公 半 标准》 的 作用 几乎 等 同 于 国 
家 教学 大 纲 . 尽管 美国 和 智利 还 没有 为 此 提出 
一 个 新 名 词 , 但 是 他 们 在 教学 大 网 中 已 经 阐明 
了 学 习 经 验 这 一 观念 . 不 过 有 一 点 是 全 然 不 同 
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的 : 70 年 代 , 我 们 向 西方 学 习 数 学 教育 改革 , 这 
次 是 我 们 完全 独立 思考 的 结果 . 现在 不 仅仅 是 
新 加 坡 , 还 有 至 少 三 个 国家 在 这 么 做 , 正如 我 
所 说 ,这 是 一 种 自然 的 结果 . 

2013 年 的 教学 大 纲 一 公布 , 你 就 可 以 在 网 
站 上 看 到 所 有 的 细节 , 你 会 发 现 2013 年 的 大 
纲要 比 2007 年 的 大 纲 有 所 拓展 . 我 们 谋求 变 
革 , 但 不 可 能 在 一 夜 之 间 彻 底 完成 . 这 仅仅 是 一 
个 开端 , 我 们 将 逐步 推进 , 或 许 这 是 唯一 取得 
成 功 的 办 法 . 课程 改革 不 是 灭火 行动 ,也 不 应 该 
是 灭火 行动 . 同时 , 我 们 也 不 能 采用 教育 学 生 
的 方式 来 培训 教师 , 我 们 必须 采用 其 他 方法 来 
做 好 这 件 事 ， 

4. 课堂 

改革 ,如 果 它 是 一 个 真正 的 改革 , 那么 它 
能 走 多 快 , 就 看 教师 能 走 多 快 . 假设 我 们 的 教 
师 相 信 这 次 改革 , 假设 我 们 的 教师 也 希望 推动 
这 场 改 革 , 那么 我 们 希望 教师 在 课 誉 上 怎么 做 
呢 ? 

将 无 疑问 , 我 们 会 有 培训 计划 , 事实 上 已 
经 开始 了 . 我 在 此 说 的 , 是 我 觉得 2013 年 可 能 
会 发 生 的 事 . 下 面 就 用 我 曾 发 给 学 生 的 电子 邮 
件 来 作 些 说 明 吧 :“(1) 为 什么 答案 是 重要 的 ? 
假如 你 在 造 一 栋 住宅 , 竣工 后 , 房子 塌 了 . 你 ， 
愿意 因为 仅仅 是 过 程 正 确 而 向 建筑 商 支 付 报酬 
吗 ? (2) 为 什么 过 程 是 重要 的 ? 你 可 以 在 过 程 
做 错 的 情况 下 , 得 到 正确 的 答案 . 但 我 不 肯定 
你 下 次 还 会 那么 幸运 . 如 果 你 的 过 程 是 正确 的 ， 
我 就 有 充分 的 理由 相信 , 你 不 是 靠 运气 得 到 正 
确 答案 的 . (3) 为 什么 表达 是 重要 的 ? 如 果 你 
说 得 很 好 , 你 可 以 通过 一 扇 门 , 我 是 说 , 你 可 以 
把 所 要 表达 的 意思 传递 给 门 后 的 那个 人 ; 如 果 
你 写 得 很 好 , 你 至 少 可 以 通过 三 扇 门 , 我 是 说 ， 
你 可 以 把 所 要 表达 的 意思 传递 给 你 老板 的 老板 
的 老板 . 只 有 完美 的 表达 才 可 以 传递 得 更 远 .” 

总 之 , 我 们 希望 课堂 : 第 一 能 保证 所 教 的 
数学 是 正确 的 ; 第 二 , 明确 提出 学 生 的 学 习 经 
验 ; 第 三 , 关注 学 生 的 数学 表达 . 

应 试 教学 没有 错 , 但 教学 不 能 只 是 应 付 考 
试 . 短 时 间 内 考试 改变 不 了 , 不 过 将 来 可 能 要 
改 . 所 以 , 如 果 我 们 不 改变 当前 的 教学 方式 , 学 
生 悉 怕 就 不 能 适应 将 来 的 变化 . 
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我 们 知道 , 极限 知识 在 微 积 分 的 发 展 中 扮 
演 了 一 个 非常 有 趣 的 角色 : 17 世纪 , 牛顿 和 莱 
布 尼 菊 发 明 微 积分 时 , 极限 并 未 出 现 ; 18 世纪 ， 
微 积 分 进一步 深入 发 展 时 , 达 朗 贝尔 尝试 用 极 
限 观 点 对 微 积 分 的 有 关 量 进行 表述 (比如 定义 
量 Y 的 极限 为 X, 如 果 “ 量 Y 可 任意 这 近 义 , 这 
就 是 说 , 了 Y 与 久之 间 的 差 可 任意 小 ” 吓 ); 19 世 
纪 分 析 严 格 化 时 , 柯 西 和 笋 尔 斯 特 拉 斯 建立 了 
严格 的 极限 理论 (极限 的 a 一 5 表述 ), 从 而 完成 
了 微 积分 在 严格 化 基础 上 的 重建 . 

虽然 极限 的 s 一 5 表述 为 微 积分 提供 了 严 
格 的 理论 基础 , 但 其 高 度 的 抽象 性 和 严谨 性 也 
为 微 积 分 的 教 与 学 带 来 了 困难 , 这 一 点 在 中 学 
阶段 体现 得 尤其 明显 . 因此 , 怎样 在 不 违反 严 


谨 性 的 基础 上 , 直观 易 懂 地 讲授 微 积 分 的 知识 ， 


成 为 了 很 多 中 学 数学 教育 工作 及 其 关心 者 的 
和 研究 内 容 2- 当 . 正 因 为 如 此 ,了解 和 分 析 其 他 
国家 中 学 数学 教材 有 关 极 限 知识 的 处 理 方 法 ， 
无 疑 是 有 借鉴 意义 的 . 本 文 要 介绍 的 是 德国 巴 
伐 利 亚 州 高 中 数学 教材 回 ( 第 10 册 、 第 11 册 和 
第 12 册 , 以 下 简称 “德国 教材 ”) 中 涉及 的 极限 
内 容 . 
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我 们 必须 接受 这 样 的 事实 , 即 我 们 教 给 不 
同 的 学 生 同 样 的 东西 , 但 不 同 的 学 生 学 到 的 东 
西 绝 不 会 是 相同 的 . 因此 , 我 们 要 制订 不 同 的 
课程 大 纲 , 采用 不 同 的 教学 方法 , 接受 不 同 的 
学 习 方 式 . 

正如 我 在 其 他 地 方 所 说 的 那样 , 我 们 正在 
不 断 地 改革 , 我 们 所 走 的 历程 无 处 可 以 仿效 ， 
只 能 做 自己 寻找 解决 问题 的 办 法 . 我 们 的 课程 


“本 文 是 国家 社会 科学 基金 “十 一 五 "规划 2010 年 度 教育 学 重点 课题 《主要 国家 商 


总 的 来 说 , 德国 教材 既 不 强调 极限 知识 的 
严格 化 (例如, 没有 专门 的 章节 来 处 理 极 限 的 
内 容 , 也 没有 极限 的 严格 定义 ), 也 不 避讳 使 用 
极限 知识 (例如 , 极限 符号 、 左 极限 、 右 极限 和 
趋向 无 穷 的 极限 等 都 有 所 涉及 ), 很 有 借鉴 价 
值 . 

1. 思想 和 方法 的 铺垫 

德国 教材 中 , 首次 涉及 极限 思想 的 内 容 
是 第 10 册 的 1.1 节 ( 即 第 一 章 第 一 节 , 下 同 ) 圆 
周 率 的 测定 ， 教 材 先 给 出 了 不 等 式 字 < 


< 至 (其 中 和 wn 分 别 是 半径 为 + 的 加 外 
切 和 内 接 正 nw 边 形 的 周 长 ), 接着 通过 表格 的 形 
式 , 对 ? 取 不 同 的 值 进 行 计算 , 在 此 基础 上 给 
出 3.1415926 < < 3.1415928. 

在 这 里 , 德国 教材 没有 使 用 有 关 极 限 的 符 
与 , 但 是 在 得 出 的 近似 值 过 程 中 体现 了 极限 
的 思想 , 而 且 通 过 计算 列表 这 种 常见 的 方式 呈 
现 极限 过 程 , 让 读者 体会 站 近 的 含义 . 

实际 上 , 德国 教材 在 极限 符号 出 现 之 前 ， 
还 有 多 处 使 用 了 类 似 的 处 理 方 法 , 为 极限 概念 
的 出 现 做 了 充分 的 准备 . 比如, 第 10 册 5.1 节 
讲授 多 项 式 函 数 的 性 质 时 , 德国 教材 通过 具体 


mV 


设计 同仁 、 教 师 培训 专家 和 中 小 学 教师 必须 扩 
起 手 来 , 共同 寻找 一 条 切合 我 们 实际 的 课程 改 
革 措 施 . 比如 , 我 们 可 以 专门 为 课堂 开发 一 些 
教学 资源 . 

总 之 , 教 无 定 法 . 我 们 应 当 教 会 学 生 解 决 
超出 课本 之 外 的 问题 , 也 许 超 纲 不 再 是 问题 ， 
不 过 我 们 也 不 赞成 总 是 那样 做 . 请 记 住 一 点 : 
学 生 , 先 学 精 , 才 创 新 . 
数学 教材 比较 研究 »》 
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1 
的 f(x) =3z3 一 5z2 十 2 说 明 有 理 函 数 当 |z| 越 
来 越 大 时 , |f(z)| 也 越 来 越 大 ( 见 图 1). 教材 首 
先 通 过 计算 器 算得 f(zx) 的 数值 ， 并 列表 呈现 
又 将 函数 变形 为 f(z) = 3x5 机 一 二 十 23) 
指出 当 |z| 2 


和 二 越 来 越 接近 
于 0, 从 而 1 一 _2 的 值 越 来 越 趋向 于 1 
: 所 以 06) 在 中 大 部 信 由 363 决定 并 总 
结 出 , 多 项 式 函 数 在 |z| 很 大 时 的 值 由 其 项 数 
最 高 的 单项 决定 . 这 里 的 阐述 渗透 着 极限 的 思 
想 和 方法 , 但 没有 出 现 极限 符号 ， 
德国 教材 第 10 册 6.2 节 冰 述 函数 图 像 变 
换 的 性 质 时 ,在 一 个 例子 中 给 出 了 f(z) = 
二 5 和 g(z) = > 的 水 平 渐 近 线 和 既 直 
汤 近 线 , 但 没有 说 角 理 由 (同一 家 出 版 社 的 初 
中 数学 教材 第 8 册 就 出 现 了 f(z) = 玫 二 5 浊 


Xb 
函数 的 水 平 渐 近 线 和 竖 直 渐 近 线 , 但 有 关 浙 
近 的 性 质 是 通过 计算 、 作 图 以 及 类 似 f(z) = 
沁 ， sp 人 
现 极限 符号 )、” 

由 上 可 以 看 出 , 在 极限 概念 正式 出 现 之 前 ， 
德国 教材 借助 各 种 机 会 , 很 好 的 渗透 了 极限 思 
想 . 而 且 使 用 的 方法 , 不 管 是 列表 、 作 图 像 , 还 
是 进行 有 技巧 的 变形 , 都 是 在 极限 内 容 中 经 向 
使 用 的 . 
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2. 不 求 系统 , 只 求实 用 

德国 教材 在 第 10 册 “6.4 节 无 穷 时 的 极 
限 ” 中 , 首次 使 用 了 “Grenzwerte”* (极限 ) 这 个 词 
和 极限 符号 lim, 讨论 的 是 关于 无 穷 的 极限 . 

值得 注意 的 是 , 德国 教材 是 在 讨论 函数 
图 像 的 渐 近 线 过 程 中 引入 z 一 co 和 > 一 zo 时 
f(z) 的 极限 的 , 而 且 是 先 讨论 的 极限 趋 于 无 穷 
的 情形 , 再 讨论 的 极限 值 有 限 的 情形 . 例如 , 为 
了 讨论 有 理 函 数 f(z) = 乞 士 < 图 像 的 渐 近 线 


才 引 入 极限 术语 和 符号 lip, 2+5 = 2, 由 
此 得 到 f(x) 图 像 的 水 平 浙 近 线 为 y 二 2. 接 下 
来 介绍 了 一 般 意 义 下 lim f(z) 二 a 的 定义 ， 
得 到 了 函数 图 像 的 水 平 渐 近 线 的 极限 表述 . 
随后 , 德国 教材 通过 引导 读者 观察 f(x) = 
23 一 2x2 十 4 的 图 像 性 质 , 得 出 了 im ja) = 
十 ce 和 ,lim f(z) = -co 的 情形 ; 还 利用 
9(z) = sinz 和 h(xz) = zsinz 的 函数 图 像 , 说 
明了 zx 一 十 co 时 极限 不 存在 的 情况 . 但 教材 中 
对 这 些 内 容 点 到 为 止 , 并 没有 展开 , 甚至 没有 
用 列表 方式 让 读者 去 理解 . 接 下 来 的 例题 中 ， 
有 关 极 限 存在 和 不 存在 的 情况 , 极限 为 有 限 值 
和 无 淄 的 情况 , 都 有 所 涉及 , 还 有 例题 在 证 明 


了 函数 f(z) = (8) 满足 f(z 十 1) < f(z) 的 





条 件 下 得 到 了 lin (3) =0 

对 于 z 一 zo 时 的 极限 , 德国 教材 第 11 册 
11 节 通 这 列表 和 作 图 对 西数 7 = 
贰 进行 了 然 
后 给 出 说 明 当 4s 小 于 2 县 趋向 于 2 时 ， 对 应 
的 函数 值 越 来 越 小 即 趋向 于 -co; 当 z 大 
于 2 且 趋 向 于 2 时 , 对 应 的 函数 值 越 来 越 大 ， 
即 趋向 于 -+co. 用 符号 分 别 表示 为 lim f(z) = 
-co 和 1lim f(z) = 十 co， 由 此 说 明了 二 2 是 
f(z) 的 图 像 的 坚 直 渐 近 线 . 紧 接着 给 出 了 函数 
图 像 坚 直 渐 近 线 的 定义 . , 。 

随后 , 德国 教材 以 g(z) 一 5 一 1 为 
例 , 考察 了 图 像 的 坚 直 渐 近 线 : 在 = 一 1 时 ， 
2 一 二 于 .一 -的 第 一 个 因 式 区 向 于 
— 而 第 二 个 因 式 的 值 在 zx < 1 和 zx > 1 时 分 
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别 小 于 0 和 大 于 0, 所 以 z = 1 的 竖 直 渐 近 线 
是 十 /一 型 . 用 同样 的 方法 还 分 析 了 z = 0 时 的 
渐 近 线头 型 . 

德国 教材 在 此 还 举例 说 明了 函数 在 某 些 
点 上 函数 值 不 存在 , 但 极限 存在 的 例子 . 例如 
将 函数 h(x) = 二 -二 变形 为 h(x) = (2 # 
2), 作出 对 应 的 图 像 , 并 把 x = 2 附近 的 图 像 
进行 放大 ( 见 图 2)， 由 此 观察 得 出 lim A(z) = 


1 和 lim h(x) 二 1. 并 总 结 出 ， 若 zo 是 f(z) 的 


间断 点 , 而 且 f(z) 在 点 zo 的 左右 极限 都 存在 
且 等 于 a, 则 有 im f(z) = a, 此 时 zo 是 可 去 


间 汤 点 (有 关 函 数 连 续 的 概念 , 德国 教材 只 在 





阅读 材料 中 有 ) 
至 此 ,lim, f(z) = 0 Jim, f(z) = 


im f(z) = Q， im jf(z) = co 等 类 型 的 极限 
德国 教材 都 已 有 所 涉及 , 但 这 些 知识 的 介绍 ， 
目的 都 是 为 了 研究 函数 的 性 质 , 极限 知识 本 身 
并 不 成 系统 , 也 不 是 相关 章节 的 中 心 内 容 . 这 
一 特点 从 极限 四 则 运算 法 则 的 处 理 上 也 可 以 
看 出 来 : 极限 的 四 则 运算 形式 在 随后 的 章节 
中 多 次 有 呈现 , 例如 第 11 册 2.2 节 的 导数 定义 ， 
2.3 节 的 可 导 性 等 , 但 有 关 极 限 的 四 则 运算 法 
则 的 陈述 , 直到 2.7 节 讨论 芳 数 和 的 导数 时 才 
出 现 . 而 且 , 没有 在 正文 中 明确 提出 , 也 没有 进 
行 过 多 的 解释 , 只 是 在 推导 两 个 函数 和 的 导数 
时 , 在 劣 边 加 了 一 个 注解 :“ 仔 细 考 虑 可 以 得 到 
如 下 的 求 极 限 的 法 则 : 

im (fF (2)+9(2))= lim f(z)+ lm g(2), 

im fc) 9(2)) = lim yc) 

im (fF (2):9(2))= lim f(z): lim g(2).” 


Js 人) 





图 2 


在 2.8 节 介绍 函数 积 和 商 的 求 导 法 则 时 ， 
教材 再 次 以 注解 的 形式 给 出 积 和 和 商 的 求 导 法 
则 , 也 没有 进行 解释 . 
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德国 教材 中 涉及 的 数列 极限 并 不 多 . 有 关 
数列 极限 的 符号 和 内 容 , 教材 在 第 11 册 3.5 节 
介绍 牛顿 迭代 法 时 ， 用 公式 znrl = zn 一 
人 计算 函数 的 近似 零点 , 说 明 随 着 nn 的 增 
大 , zx 可 能 会 越 来 越 接近 于 函数 的 一 个 零点 . 
这 里 没有 用 到 极限 符号 , 也 没有 过 多 的 解释 . 
数列 极限 的 概念 和 符号 直到 第 11 册 6.1 节 中 才 
正式 出 现 的 , 是 为 了 求 得 指数 函数 的 导数 ， 需 
要 研究 jim (1+ 二 ) 的 性 质 , 为 此 通过 取 不 同 
的 n 列 表 计算 , 最 后 得 到 了 lim (1 十 二 ) 一。 

德国 教材 另 一 处 使 用 数列 极限 的 地 方 是 ， 
第 12 册 1.2 节 中 用 上 和 与 下 和 的 极限 给 出 了 
定 积分 的 定义 . 而 且 , 在 求 = 人 _1) 
n(2n 一 1) 的 极限 时 , 是 按 如 下 方式 处 理 的 : 


加 = 吉 式 (-)(- 


1 
x1i 2=1. 
“43 


但 教材 并 没有 提 到 数列 极限 的 四 则 运算 
法 则 . 

3. 多 角度 、 分 层次 呈现 

德国 教材 在 呈现 有 关 极 限 知识 时 , 总 是 力 
图 从 值 的 变化 情况 、 图 像 的 趋势 和 代数 变形 分 
析 等 多 方面 进行 . 这 一 点 前 面 有 些 例子 中 已 有 
所 体现 , 下 面 再 举 一 例 . 

在 第 10 册 6.4 节 引入 极限 符号 时 , 德国 教 
材 首先 计算 出 f(z) = 2 十 3 的 8 个 特殊 函数 
值 , 列表 并 作 图 (如 图 3 所 示 ). 








图 3 

然后 从 表格 和 图 上 看 出 , 当 z 越 来 越 大 时 ， 
对 应 的 函数 值 越 来 越 接近 于 2， 紧 接着 德国 教 
材 指 出 , 这 一 点 还 可 以 通过 以 下 方式 巧妙 地 得 
到 : 因为 2 十 5 5 

f(x) = 一 2 十 z? 

所 以 当 z 的 值 很 大 时 ， 第 二 个 加 项 将 变 得 
很 小 , 因此 z 变 得 越 来 越 大 时 , 函数 值 将 越 来 
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越 接近 2, 把 2 称 为 函数 f(z) 在 zx 一 co 时 的 
极限 , 记 作 lim (2+ z) ~ 2. 

接 下 来 ， ,德国 教材 给 出 了 lim sd =a 
的 定义 : 如 果 z 充 分 大 时 ， 函数 值 f(z) 能 
靠 得 任意 近 , 则 称 e 是 jz) 在 z 一 十 oo 的 
限 . 并 指出 , 此 时 直线 y = a 称 为 f(x) 的 水 平 
渐 近 线 , z 一 一 co 时 的 极限 可 以 类 似 定义 . 而 
且 , 还 给 出 了 两 个 注解 : (1) 所 谓 “z% 充分 大 时 ， 
函数 值 f(z) 能 与 a 靠 得 任 意 近 ”的 意义 是 , 任 
意 给 定 一 个 偏离 量 (无 论 有 多 小 ), 则 xz 大 于 某 
一 个 值 时 , f(x) 与 a 之 间 的 距离 都 小 于 这 个 偏 
高 量 . 例如 , 对 于 函数 f(z) = 2 十 二 来 说 , 车 
偏离 量 为 0.001, 则 x > 5000 时 ; 车 偏离 量 为 
0.0001, 则 x > 50000. (2)“ 靠 得 任意 近 * 并 不 是 
说 只 能 从 一 侧 靠近 a, 例如 由 g(z) = = 的 


图 像 可 以 看 出 lp a2 = 0, 其 中 舍 近 的 方 








式 不 是 只 从 一 侧 进行 的 而 且 , 通过 图 像 说 明 .， 


了 : 当 z 大 于 8 时 , 有 |g(x) 一 0| < 0.1; 当 z 大 
于 25 时 , 有 |g(x) 一 0| < 0.05. 

不 难看 出 上述 的 注解 中 已 经 有 极限 
的 e 一 基 表 述 的 影子 了 . 

4. 不 崔 极 限 

在 德国 教材 中 , 极限 知识 虽然 起 的 是 工具 
作用 , 但 是 并 不 是 所 有 能 用 极限 的 地 方 都 使 用 
了 极限 知识 . 

例如 , 在 给 出 了 趋 于 无 穷 的 极限 定义 之 后 
紧 接着 的 一 节 中 , 教材 研究 了 函数 f(x) = z 十 
=(z > 0) 与 及 (z) = z(z > 0) 的 图 像 在 x 一 
十 co 时 会 越 来 越 靠近 的 性 质 ( 即 f(z) 的 斜 渐 近 
线 是 y = 2). 这 里 实质 上 用 到 了 li 二 = 0 
但 教材 没有 明确 指出 这 一 点 , 也 没有 提 到 “ 极 
限 ” 这 个 词 . 

再 比如 , 德国 教材 第 11 册 2.2 节 ， 在 通 
过 用 函数 s(t) = 0.252 在 t = 1 附近 的 平 
均 变 化 率 导 出 导数 的 定义 时 ， 虽然 前 面 
己 有 极限 的 知 识 , 但 是 并 没有 通过 变形 
s(t) 一 sd _ 0.25t2 一 0.25 = 0.25(+1) 去 站 


上 一 工 
接 得 到 Jim :C0 ~ s0) = 0.5, 而 是 通过 表格 和 


图 像 分 别 展示 了 s(t) 在 [1,4](t > 1) 和 [t,1](t < 
1) 上 的 平均 变化 率 在 t 光 向 于 1 时 的 变化 悄 
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况 ( 见 图 和, 才 总 结 出 lim 2 - 

且 也 没有 利用 上 述 变 形 加 以 辅助 说 明 . 

区 间 {6.1] | 2-s0 
"| 





{0.999,1] 





图 4 
在 随后 的 三 个 求 函 数 在 给 定点 导数 的 例 
题 中 , 德国 教材 都 是 用 列表 去 处 理 的 , 而 没有 
用 代数 变形 求 极限 的 方法 . 这 样 做 的 好 处 是 让 
学 生 能 更 加 深刻 地 理解 导数 的 几何 意义 和 极限 
思想 . 
直到 随后 讨论 函数 f(z) = |z| 在 x = 0 时 
的 不 可 导 时 , 德国 教材 才 直 接 用 代数 变形 去 求 
极限 得 到 局 数 ， 即 


， 2Z) 一 上 (0 , 一 2 一 0 

"zc0 一 30 人 

随后 的 例题 也 都 是 用 这 种 方法 处 理 的 . 

从 以 上 分 析 可 以 看 出 , 德国 教材 中 极限 知 
识 的 处 理 方式 是 很 有 特点 的 : 

(1) 在 极限 概念 和 符号 正式 出 现 之 前 , 多 
处 出 现 了 极限 思想 和 方法 的 渗透 . 


(2) 极限 知识 的 涉及 面 是 比较 全 的 , 但 这 
些 内 容 并 不 成 系统 , 也 没有 用 单独 的 章节 处 理 ， 
都 是 在 需要 的 时 候 才 引进 的 . 

” “(8) 极限 知识 的 星 现 力图 从 三 种 方式 展示 : 
数值 、 图 像 和 演绎 推理 . 

(4) 即使 有 了 极限 知识 之 后 , 也 不 是 尽量 
直接 应 用 极限 , 有 时 为 了 更 加 突出 极限 的 本 质 ， 
有 意 强化 极限 的 原始 过 程 . 
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解读 《义务 教育 数学 课程 标准 (2011 年 版 )》 
200062 ”华东 师范 大 学 出 版 社 李 文 革 


教育 部 于 2011 年 12 月 28 日 正式 公布 了 
《义务 教育 数学 课程 标准 (2011 年 版 )》( 以 
下 简称 2011 年 版 课 标 ), 标志 着 始 于 2005 年 
6 月 、 历 时 6 年 半 的 课 标 修订 工作 终于 和 侍 埃 
落 定 , 把 数学 课 改 向 纵深 推进 的 “集结 号 * 已 经 
吹 响 . 2011 版 课 标 与 实验 稿 课 标 比较 , 具有 一 
些 鲜 明 特 点 . 

1. 对 教师 角色 的 表述 更 明确 和 全 面 

1.1 实验 稿 课 标 对 教师 的 主导 作用 强调 不 


实验 稿 课 标 指出 :“ 教 师 应 激发 学 生 的 学 习 
积极 性 , 向 学 生 提 供 充 分 从 事 数 学 活动 的 机 
会 , 帮助 他 们 在 自主 探索 和 合作 交流 的 过 程 中 
真正 理解 和 掌握 基本 的 数学 知识 与 技能 、 数 
学 思想 和 方法 , 获得 广泛 的 数学 活动 经 验 . 学 
生 是 数学 学 习 的 主人 , 教师 是 数学 学 习 的 组 
织 者 、 引 导 省 与 合作 者 . ”由 于 实验 稿 课 标 强 
调 让 学 生 自 主 学 习 , 因此 有 的 教师 在 课堂 上 不 
敢 开 口 讲 , 很 忌讳 * 讲 "， 到 了 谈 “ 讲 " 色 变 的 程 
度 . 于 是 乎 ,“ 人 少 讲 * 或 “不 讲 ” 成 为 不 少 教师 平 
时 教学 的 原则 , 本 来 一 讲 就 明 的 问题 , 非 要 让 
学 生 “ 自 主 ”, 玩 “ 提 迷 藏 ". 认为 这 样 避 开 了 *“ 灌 
输 ”、“ 填 了 鸭 " 之 嫌 ， 有 的 教师 还 提出 学 习 内 容 
由 学 生 上 自己 提 , 学 习 方式 由 学 生 自 己 选 , 学 习 
伙伴 由 自己 挑 , 想 与 谁 交流 就 与 谁 交流 等 等 
这 是 典型 的 “放羊 式 ” 的 学 习 方 式 , 学 生 表 面 上 
获得 了 自主 的 权利 , 可 实际 上 并 没有 做 到 真正 
的 自主 . 实际 上 , 在 以 学 生 为 本 的 教学 过 程 中 ， 
并 不 意味 着 教师 责任 的 减轻 和 教师 作用 的 降 
低 , 相反 对 教师 提出 了 更 高 的 要 求 : 随时 要 调 
癣 自己 的 教学 思路 . 

教学 中 , 教师 应 全 面 而 综合 地 从 教学 内 
容 、 要 求 、 对 象 等 各 因素 进行 考虑 , 引导 学 生 
采用 恰当 的 学 习 方式 进行 学 习 , 以 确保 学 习 的 
有 效 性 . 那 种 提倡 一 种 、 又 去 否定 另 一 种 学 习 


方式 的 * 非 此 即 彼 " 的 绝对 化 做 法 和 说 法 , 不 仅 
不 符合 教学 实践 , 而 且 对 课 改 的 深入 发 展 是 有 
害 无 益 的 . 实际 上 , 并 不 是 所 有 的 知识 都 适用 
于 探究 性 的 学 习 方式 . 设计 得 好 的 接受 学 习 同 
样 能 有 效 激发 学 生 学 习 的 主动 性 . 另外 , 发 现 
学 习 和 接受 学 习 在 课堂 中 不 能 截然 分 开 , 在 接 
受 中 有 探究 , 在 探究 中 有 接受 . 将 探究 泛 化 , 只 
能 降低 课堂 的 有 效 性 . 学 习 方式 的 优 劣 并 不 在 
于 贴 着 什么 标签 , 选择 什么 样 的 方式 , 要 依据 
学 习 者 的 个 性 、 学 习 内 容 、 时 机 而 灵活 变换 
“恰当 "就 好 

1.2 2011 年 版 课 标明 确 了 教师 在 教学 活动 


”中 的 作用 


2011 年 版 课 标 对 如 何 体现 “教师 是 数学 学 
习 的 组 织 首 、 引 导 者 、 合 作者 ”给 出 了 具体 说 
朋 : 

教师 的 “组 织 * 作 用 主要 体现 在 两 个 方面 : 
第 一 , 教师 应 当 准 确 把 握 教 学 内 容 的 数学 实质 
和 学 生 的 实际 情况 , 确定 合理 的 教学 目标, 设 
计 一 个 好 的 教学 方案 ; 第 二 , 在 教学 活动 中 , 教 
师 要 选择 适当 的 教学 方式 , 因势利导 、 适 时 调 
控 , 努力 营造 师 生 互动 、 生 生 互 勒 、 和 生动 活泼 
的 课堂 氛围 , 形成 有 效 的 学 习 活 动 . 

教师 的 “引导 ”作用 主要 体现 在 : 通过 恰当 
的 问题 , 或 者 准确 、 清 断 、 富 有 启发 性 的 讲授 ， 
引导 学 生 积 极 思考 、 求 知 求 真 , 激发 学 生 的 好 
奇 心 ; 通过 恰当 的 归纳 和 示范 , 使 学 生理 解 知 
识 、 掌 握 技 能 、 积 累 经 验 、 感 司 思 想 ; 能 关注 
学 生 的 差异 , 用 不 同 层次 的 问题 或 教学 手段 ， 
引导 每 一 个 学 生 都 能 积极 参与 学 习 活 动 , 提高 
教学 活动 的 针对 性 和 有 效 性 . 

教师 与 学 生 的 “合作 ”主要 体现 在 : 教师 以 
平等 、 苯 于 的 态度 鼓励 学 生 积 极 参 与 教学 活 
动 , 启发 学 生 共 同 探 索 , 与 学 生 一 起 感受 成 功 
和 和 挫折、 人 分享 发 现 和 成 果 . 
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2011 年 版 课 标 在 基本 理念 的 "教学 活 
动 "一 条 中 , 明确 了 教师 在 教学 活动 中 的 作用 . 
比如 “教师 要 发 挥 主导 作用 , 处 理 好 讲授 与 自 
主 学 习 的 关系 , 引导 学 生 独 立 思 考 、 主 动 探 
案 、 合 作 交 流 , 使 学 生理 解 和 掌握 基本 的 数学 
知识 与 技能 , 体会 和 运用 数学 思想 和 方法 , 获 
得 基本 的 数学 活动 经 验 . ” 

2. 对 评价 的 要 求 更 具 操作 性 

2.1 专门 阅 述 了 如 何 合理 设计 与 实施 书面 
测试 

2011 年 版 课 标 对 于 书面 测试 的 评价 内 
容 、 试 题 的 设计 等 给 出 了 具体 建议 : 

中 对 于 学 生 基 础 知识 和 基本 技能 达成 情 
况 的 评价 , 必须 准确 把 握 内 容 标 准 中 的 要 求 . 
例如 , 对 于 相似 三 角形 的 判定 定理 、 性 质 定理 
的 考查 ,内容 标 准 中 的 楼 求 是 “了 解 *, 不 要 求 
应 用 这 些 定理 证 明 其 他 命题 , 设计 测试 题目 时 
应 符合 这 个 要 求 . 内 容 标准 中 的 选 学 内 容 , 不 
得 列 入 考查 (考试 ) 范围 . 

包 在 设计 试题 时 , 应 该 关注 并 且 体现 本 标 
准 的 设计 思路 中 提出 的 几 个 核心 词 : 数 感 、 符 
号 意识 、 空 间 观念 、 几 何 直 观 、 数 据 分 析 观 
念 、 运 算 能 力 、 推 理 能 力 、 模 型 思想 , 以 及 应 
用 意识 和 创新 意识 ， 

”名 根据 评价 的 目的 合理 地 设计 试题 的 类 
型 , 有 效 地 发 挥 各 种 类 型 题目 的 功能 . 例如 , 为 
考查 学 生 从 具体 情境 中 获取 信息 的 能 力 , 可 以 
设计 阅读 分 析 的 问题 ; 为 考查 学 生 的 探究 能 力 ， 
可 以 设计 探索 规律 的 问题 ; 为 考查 学 生 解 决 问 
题 的 能 力 , 可 以 设计 共有 实际 背景 的 问题 ; 为 
了 考查 学 生 的 创造 能 力 , 可 以 设计 开放 性 问题 . 

由 在 书面 测验 中 , 积极 探索 可 以 考察 学 生 
学 习 过 程 的 试题 ,了解 学 生 的 学 习 过 程 . 

2.2 对 情感 态度 的 评价 给 出 了 具体 操作 建 
议 

对 情感 态度 的 评价 应 主要 指向 如 下 方面 : 
数学 价值 的 理解 , 自我 实现 的 追求 , 主体 精神 
的 发 扬 ; 对 数学 现象 的 好 冰 心 , 对 数学 信息 的 
敏感 性 , 参与 数学 活动 的 积极 性 ; 对 待 困难 的 
坚 闪 性 , 体验 数学 过 程 的 自觉 性 , 学 习 数 学 的 
自信 心 , 良好 学 习习 惯 和 方法 的 养 成 . 

2011 年 版 新 课 标 对 “学 生 良 好 的 数学 学 习 
习惯 * 一 词 , 进行 了 明确 界定 . 在 课程 目标 中 明 
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确 指出 : 要 培养 学 生 认真 勤奋 、 独 立 思考 、 合 
作 交 流 、 反 思 质 疑 等 学 习习 惯 . 

2011 年 版 课 标 指出 , 情感 态度 的 评价 应 依 
据 诬 程 目 标的 要 求 , 采用 适当 的 方法 进行 . 主 
要 方式 有 课堂 观察 、 活 动 记录 、 课 后 访谈 等 . 
情感 态度 评价 主要 在 平时 教学 过 程 中 进行 , 注 
重 考 查 和 记录 学 生 在 不 同方 面 的 表现 , 了解 
学 生 情 感 态度 的 状况 及 变化 . 例如, 主动 参 
与 学 习 活 动 ; 学 习 数学 的 兴趣 和 自信 心 ; 克服 
困难 的 勇气 ; 与 他 人 合作 ; 与 同伴 和 老师 交流 ; 
i 教师 可 以 根据 实际 情况 用 灵活 多 样 的 方 


武 记录 学 生 情 感 态度 的 情况 , 用 恰当 的 方式 给 


学 生 以 反馈 和 指导 . 

2.3 对 学 生 数 学 学 习 过 程 的 评价 给 出 了 具 
体操 作 建 议 

对 学 生 数 学 学 习 过 程 的 评价 主要 指向 如 
下 六 个 方面 : 对 主动 参与 数学 活动 程度 的 评价 ; 
对 学 习 数 学 的 自信 心 和 意志 力 的 评价 ; 对 独立 
思考 和 自主 探索 、 解 决 问题 的 评价 ; 对 与 他 人 
合作 和 完成 所 承担 的 任务 的 评价 ; 对 数学 表达 
和 交流 的 评价 ; 对 反思 学 习 过 程 的 意识 和 习惯 
的 评价 . 

2011 年 版 课 标 指出 , 学 生 在 数学 学 习 过 程 
中 , 知识 技能 、 数 学 思考 、 问 题解 决 和 情感 态 
度 等 方面 的 表现 不 是 孤立 的 , 这 些 方面 的 发 展 
综合 体现 在 数学 学 习 过 程 之 中 . 在 评价 学 生 每 
一 个 方面 表现 的 同时 , 要 注重 对 学 生 学 习 过 程 
的 整体 评价 , 分 析 学 生 在 不 同 阶 段 的 表现 和 发 
展 变 化 . 评价 时 应 采取 灵活 的 方式 记录 、 保 留 
和 分 析 学 生 在 不 同方 面 的 表现 . 例如 , 主动 参 
与 学 习 活 动 ; 提出 问题 和 分 析 问 题 ; 独立 思考 
问题 ; 与 他 人 合作 交流 ; 尝试 从 不 同 角 度 思考 
问题 ; 有 条 理 地 表述 自己 的 思考 过 程 ; 倾听 和 
理解 别人 的 思路 ; 反思 自己 思考 过 程 的 意识 ; 
… :还 可 以 通过 建立 成 长 记录 等 方式 , 使 学 
生 记 录 和 反思 学 习 数 学 的 情况 与 成 长 的 历程 . 

2.4 通 过 具体 事例 说 明 如 何 恰当 地 呈现 和 
利用 评价 结果 

2011 年 版 课 标 指出 , 评价 结果 的 呈现 和 利 
用 应 有 利于 增强 学 生 学 习 数 学 的 自信 心 , 提高 
学 生 学 习 数 学 的 兴趣 , 使 学 生养 成 良好 的 学 习 
习惯 , 促进 学 生 的 发 展 . 评价 结果 的 呈现 , 应 该 
更 多 地 关注 学 生 的 进步 , 关注 学 生 已 经 党 握 了 
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什么 , 获得 了 哪些 提高 , 具备 了 什么 能 力 , 还 有 
什么 潜能 , 在 哪些 方面 还 存在 不 足 , 等 等 . 

对 学 生 数 学 学 习 的 过 程 可 以 通过 评语 进 
行 评价 . 评语 无 国定 的 模式 , 但 针对 性 要 强 , 语 
言 力求 简 明 、 扼 要 、 具 体 , 要 避免 一 般 化 , 尽 
量 使 用 鼓励 性 的 语言 , 客观 、 较 为 全 面 地 描述 
学 生 的 学 习 状 况 , 充分 肯定 学 生 的 进步 和 发 展 ， 
同时 指出 学 生 在 哪些 方面 具有 潜能 , 哪些 方面 
存在 不 足 , 使 评语 有 利于 树立 学 生 学 习 数 学 的 
自信 心 , 提高 学 习 数 学 的 兴趣 , 明确 自己 努力 
的 方向 , 促进 学 生 进 一 步 的 发 展 . 对 此 , 2011 年 
版 课 标 给 出 了 具体 例子 . 

3. 对 内 容 标准 的 表述 更 具体 

3.1 对 各 知识 板块 的 要 求 更 具 操 作 性 

例如 , 在 数 与 代数 领域 , 对 于 平方 根 和 芯 
方 根 , 实验 稿 课 标的 表述 为 : 会 用 平方 运算 求 
某 些 非 负 数 的 平方 根 , 会 用 立方 运算 求 某 些 数 
的 立方 根 ; 2011 年 版 课 标 表 述 为 : 会 用 平方 运 
算 求 百 以 内 整数 的 平方 根 , 会 用 立方 运算 求 百 
以 内 政 数 (对 应 的 负 整 数 ) 的 立方 根 . 

在 图 形 与 几何 领域 , 对 于 坐标 与 图 形 运 动 ， 
实验 稿 课 标的 表述 为 : 能 在 同一 直角 坐标 系 中 ， 
感受 图 形变 换 后 点 的 坐标 的 变化 ; 2011 年 版 课 
标 表 述 为 : 

(1) 在 直角 坐标 系 中 , 以 坐标 轴 为 对 称 轴 ， 
能 写 出 一 个 已 知 顶点 坐标 的 多 边 形 的 对 称 图 形 
的 顶点 坐标 , 并 知道 对 应 顶点 坐标 之 间 的 关系 . 

(2) 在 直角 坐标 系 中 , 能 写 出 一 个 已 知 顶 
点 坐标 的 多 边 形 沿 坐 标 轴 方 向 平移 后 图 形 的 顶 
点 坐标 , 并 知道 对 应 顶点 坐标 之 间 的 关系 . 

(3) 在 直角 坐标 系 中 , 探索 并 了 解 将 一 个 
多 边 形 依次 沿 两 个 坐标 轴 方 向 平移 后 所 得 到 的 
图 形 与 原来 的 图 形 具有 平移 关系 , 体会 图 形 顶 
点 坐标 的 变化 . 

(4) 在 直角 坐标 系 中 , 探索 并 了 解 将 一 个 
多 边 形 的 顶点 坐标 (有 一 个 顶点 为 原点 、 有 一 
个 边 在 横 坐 标 轴 上 ) 分 别 扩大 或 缩小 相同 倍数 
时 所 对 应 的 图 形 与 原 图 形 是 位 似 的 . 

3.2 把 与 每 一 个 目标 动词 意义 相同 或 相近 
的 词 尽 可 能 详尽 地 列 出 来 , 以 促进 教师 的 理解 

2011 年 版 课 标 在 附录 1 中, 不仅 对 七 个 刻 
画 目 标的 动词 的 解释 进行 了 重新 推敲 , 而 且 列 
出 了 与 每 一 个 目标 动词 意义 相同 或 相近 的 词 ， 
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并 且 还 列举 了 实例 . 例如 , 对 描述 结果 目标 的 
行为 动词 * 了 解 ” 给 出 如 下 界定 : 

(1) 基本 含义 : 从 具体 实例 中 知道 或 举例 
说 明 对 象 的 有 关 特 征 ; 根据 对 象 的 特征 , 从 具 
体 情 境 中 辨认 或 者 举例 说 明 对 象 . 

(2) 同类 词 : 知道 , 初步 认识 . 

(3) 实例 : 知道 三 角形 的 内 心 和 外 心 ; 能 结 
合 具 体 情境 初步 认识 小 数 和 分 数 . 

3.3 对 “综合 与 实践 ”的 有 要求 更 明确 和 更 具 
操作 性 

在 综合 与 实践 领域 , 2011 年 版 课 标 基本 保 
持 了 实验 稿 的 要 求 , 如 : 要 经 历 从 实际 问题 抽 
象 为 数学 问题 并 加 以 解决 的 过 程 , 体会 数学 知 
识 之 间 的 联系 , 等 等 此外, 2011 年 版 课 标 还 
提出 更 为 具体 的 要 求 , 如 : 反思 参与 活动 的 全 
过 程 , 将 研究 的 过 程 和 结果 形成 报告 或 小 论文 ， 
交流 成 果 , 总 结 参 与 数学 活动 的 收获 , 进一步 
更 加 具有 可 操作 性 ,2011 年 版 课 标 还 在 教学 
建议 部 分 增加 了 “综合 与 实践 ”的 内 容 . 对 一 些 
教师 难以 把 握 的 问题 , 比如 如 何 选择 合适 的 问 
题 、 如 何 组 织 学 生 实施 、 如 何在 教学 中 关注 学 
生 情 感 态 度 的 发 展 等 提出 了 具体 建议 . 并 给 出 
教师 在 教学 设计 和 实施 时 应 特别 关注 的 几 个 环 
节 是 : 问题 的 选择 , 问题 的 展开 过 程 , 学 生 参 与 
的 方式 , 学 生 的 合作 交流 , 活动 过 程 和 结果 的 
展示 与 评价 等 . 

4. 增加 了 选 学 内 容 

在 义务 教育 阶段 从 数学 内 容 中 选择 一 个 
什么 样本 作为 本 阶段 学 生 学 习 的 载体 , 是 一 个 
必须 深入 研究 的 问题 . 一 方面 , 这 样 的 样本 对 
培养 学 生 的 数学 素养 必须 是 最 有 效 的 ; 另 一 方 
面 , 其 容量 又 必须 是 适当 的 . 从 本 质 上 说 , 并 
不 是 样本 容量 越 大 越 好 , 而 主要 是 样本 的 代表 
性 和 有 效 性 . 为 了 不 增加 学 生 的 学 习 负 担 , 在 
实验 稿 的 基础 上 增加 内 容 必 须 慎之 又 慎 . 有 些 
内 容 确实 是 学 生 后 续 学 习 必 须 了 解 的 , 应 该 增 
加 进来 , 但 又 必须 用 适当 方式 加 以 限制 , 以 免 
教学 时 深 控 . 2011 年 版 课 标 以 标注 “*” 的 方式 ， 
增加 了 选 学 内 容 , 很 好 地 解决 了 这 一 矛盾 . 选 
学 内 容 是 不 作为 考试 要 求 的 . 选 学 内 容 具 体 
如 下 : * 能 解 简 单 的 三 元 一 次 方程 组 ; * 了 解 一 
元 二 次 方程 的 根 与 系数 的 关系 ; * 知 道 给 定 不 共 
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数学 史 下 的 “进位 制 " 教 学 设计 


200241 华东 师范 大 学 数学 系 研究 生 周 六 


1. 设计 背景 

全 日 制 普通 高 中 数学 新 课程 标准 (2004) 岂 
指出 要 让 学 生 通 过 阅读 中 国 古 代数 学 中 的 算法 
案例 , 体会 中 国 古 代数 学 对 世界 数学 发 展 的 贡 
献 . 笔者 在 教授 人 教 A 版 必修 3 站 中 “81.3 算法 
案例 3 进位 制 ?一 节 后 发 现 学 生 只 会 进行 进位 
制 间 转 换 , 不 曾 体 会 到 中 国 古 代数 学 对 世界 数 
学 发 展 的 贡献 . 经 过 反思 , 笔者 试图 从 数学 史 
的 角度 设计 这 节 课 , 希望 能 引发 学 生 学习 动 机 ， 
让 学 生体 会 到 中 国 古 代数 学 对 世界 数学 发 展 的 
贡献 , 也 借 此 为 数学 平添 < 人情味 ”. 

2. 教学 任务 及 流程 

e 重 难点 

本 节 要 求学 生理 解 进 位 制 的 概念 ,了 解 一 
个 数 能 够 作 不 同 进 位 制 之 间 的 转换 , 并 借 此 体 
会 中 国 古 代 十 进 制 的 优越 性 , 增强 民族 自豪 感 . 
因而 “了 解 进位 制 的 概念 , 理解 不 同 进位 制 之 
间 的 转换 的 方法 ”是 本 节 的 重 难 点 . 


。 教学 流程 
进位 制 和 | 进位 制 ]| & 进 制 转 汪 
位 值 制 人 的 表示 叶 | 十 进 制 


十 进 制 转 
此 进 制 
3. 基于 数学 史 的 教学 过 程 


3.1 复习 上 节 课 内 容 一 - 秦 九 韶 算 法 

(1) 本 质 : 求 % 次 多 项 式 f(x) 的 值 可 转化 
为 求 n 个 一 次 多 项 式 的 值 . 

(2) 例 用 秦 九 亡 法 求 多 项 式 f(x) = z5 十 
224 十 3x3 十 4m2 十 5z 一 1 当 x 二 5 时 的 值 . 

解 : f(z) 一 25 十 204 十 3z3 十 472 十 57 一 1 

一 (zz 十 223 十 322 十 4 十 5)z 一 1 

=((z3+27x2+3r+4)r+5)r—1 

= (((x2+22+3)r+4r+5zr—1 

= ((((z 十 2)2 + 3)z++ z+ 5)7 C1, 人 代 
入 Zz = 5 即 得 . 





评注 : 概括 秦 九 韶 算 法 本 质 , 再 由 一 般 到 
特殊 , 给 出 实例 让 学 生体 会 其 思想 , 为 接 下 来 
要 学 习 的 “十 进 制 转 天 进 制 ? 做 准备 . 

3.2 新 课 

3.2.1 进位 制 和 位 值 制 

进位 制 是 为 了 计数 和 运算 方便 而 约定 的 
计数 系统 . 日 常生 活 中 的 “ 逢 十 进 一 ” 为 十 进 
制 , 每 六 十 分 钟 为 一 个 小 时 , 就 是 六 十 进 制 等 
等 . 古代 计数 体系 中 除了 巴比伦 文明 的 60 进 
制 和 玛雅 的 20 进 制 外 , 几乎 全 部 为 十 进 制 , 下 
1 是 上 古 埃 及 的 花鸟 象形 数学 符号 回 : 


Ine 未 < 


1 10 100 1000 10000 100000 


图 1 古 埃 及 的 象形 数字 (公元 前 3400 年 左右 ) 


在 此 意义 下 : 541=@@@E@Ee@NMNI 有 花 
有 鸟 , 昌 有 诗意 但 表达 式 繁 复元 长 . 古 希 腊 则 
用 27 个 字母 在 其 上 画 一 横 杠 来 表示 数字 图 , 如 
下 图 2: 

a=1 :=10 p=100 
B=2 K=20 ”0=200 
y=3 4=30 r=300 
6=4 j=40 v=400 
~6 y=50 w=500 
Ss=6 #=60 x=600 
£=7 .0=70 w=700 
=8 X=80 w=800 
0=9 S=90 六 =900 
图 2 古 希 腊 的 字母 数字 


在 此 意义 下 有 : 515 = 248, 57 = 208, 且 
最 大 只 能 表示 999, 为 了 表示 更 大 的 数目 , 则 需 
引进 新 的 计数 符号 . 这 种 计数 系统 复杂 且 无 法 
保证 任意 大 的 数目 都 有 相应 的 符号 , 原因 在 于 
没有 位 值 制 (一 个 数码 表示 什么 数 , 要 看 它 所 
在 的 位 置 ) 的 含义 . 我 国 是 最 早 使 用 十 进 制 计数 
法 且 认 识 到 “位 值 制 "的 国家 , 而 古 印 度 发 明 的 
零 则 完备 了 “位 值 制 "下 的 十 进 制 辣 , 如 图 3: 


图 3 二 印度 对 应 阿拉 伯 数 字 的 数字 符号 


此 计数 系统 下 541=X*89, 用 几 个 数字 即 可 
表示 任何 数 . 

评注 : 本 环节 通过 教师 展示 文明 古国 的 计 
数 法 , 明确 进位 制 和 位 值 制 的 概念 . 

3.2.2 基于 位 值 制 的 进位 制 

。 “ 满 k 进 一 ”就 是 上 上 进 制 , 太 称 为 k 进 制 的 
基数 , 必要 时 在 数字 的 右 下 角 标 明基 数 . 

se。 十进制 数 用 0 一 9 十 个 数字 表示 ,二 进 
制 、 八 进 制 、 十 六 进 制 用 哪些 数字 表示 ? 

注 : 十 六 进 制 用 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, 4， 
B,C,D,E,F 十 六 个 数字 或 字母 表示 ， 
其 中 4,B,C,D,B,F 分 别 代 表 10,11,12,13， 
14, 15. 

评注 : 本 环节 骨 在 明确 现代 数学 中 的 进位 

3.2.3 上进 制 数 如 何 转 化 为 十 进 制 数 

(1) 古代 中 国 的 十 进 制 ( 师 解 释 中 国 古 
代 “ 从 右 到 左 , 纵横 相间 ”的 十 进 制 ) 

例 1 古代 中 国 采 用 了 十 进 制 外, 依照 图 4， 


回答 中 国 古书 上 的 三 I 到 | 代表 十 进 制 数 的 多 
少 ? 

维 式 | 下 玉 本 下 全 而 研 

模式 一 一 三 至 至 上 | 


图 4 古代 中 国 筹 算数 码 (公元 前 500 年 左右 ) 


解 : 3251(10) 一 3x103 十 2X102 十 5X 
101 十 1 x 10°=3251. 

练习 1 依照 图 4,， 回答 中 国 古 书 上 的 
一 | 至 代表 十 进 制 数 的 多 少 ? 

解 : 2656do = 2x103+6x102+5x 
101 二 6 x 10°. 

(2) 古巴 比 伦 的 六 十 进 制 : 

例 2 古巴 比 伦 采 用 了 六 十 进 制 各 ,根据 
图 5 思考 下 列 攀 形 数字 符号 分 别 代表 哪些 数 ? 
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图 5 古巴 比 伦 的 枢 形 数字 (公元 前 1600 年 左右 ) 


解 : 中 对 应 了 数字 59; @ 六 十 进 制 下 的 
三 位 数 222 (学 生 讨 论 :“222" 的 十 进 制 数值 ; 师 
总 结 : 222 一 2.602 十 2.60 十 2). 

(3) 计算 机 中 二 进 制 的 计数 

例 3 计算 机 中 采用 二 进 制 , 诸 将 计算 机 
中 的 110011142) 转化 为 十 进 制 数 . 

解 : 110011lcz) = 1x25+1x23+0x 
24+0x23+1x2+1x2l+1=103. 

(4) 总 结 : 大 进 制 数 转 十 进 制 数 一 般 公子 

QnQn-1 020100(E) 一 an X ke® + an-l X 
kn-l+-.-..+Q1 Xx kt ao. 

练习 2 史料 记载 , 玛雅 人 采用 了 5 进 
位 符号 、20 进 位 计算 的 二 十 进 制 计数 法 国 ， 
请 根据 图 6 中 玛雅 人 的 数字 符号 , 将 玛雅 符 
号 w= 和 过 破译 为 十 进 制 数 . 


0 7 2 1 = 
ll aa | ee 
2 9 
3 ”10 1 
村 自身 币 省 1 呈 一 8 Se 
5 -一 1 三 
6 一 一 1 2 0 Cy 
图 6 玛雅 数字 
解 : 19do) =1x20 十 9=29; 60(20) = 
6 x 20- 十 0 = 120. 


评注 : 本 环节 虽 在 明确 上 进 制 数 如 何 转 十 
进 制 数 , 古巴 比 伦 的 六 十 进 制 和 玛 获 人 的 二 十 
进 制 计数 法 需要 记 住 更 多 的 基本 符号 , 不 如 十 
进 制 方便 . 

3.2.4 和 十进制 数 转 k 进 制 数 

(1) 问题 引入 : 
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以 上 探究 了 k 进 制 数 如 何 转 为 十 进 制 
数 , 那么 如 何 将 十 进 制 数 转 为 k 进 制 数 呢 ? 
以 二 进 制 为 例 ， 如 何 将 89(10) 表示 为 anan-1 
CQ201C0(2) 呢 ? 

(2) 师 生 探究 

以 二 进 制 为 例 : 
Qn Xan ix92n-1 十 .… 十 al X21 十 
ao x 20,， 因此， 问题 的 关键 只 要 求 得 这 里 
的 ca ,az,al,ao, 根据 奉 九 韶 算 法 有 : 

Qn Xx22 十 an_1X22-1 十 … .十 alx21 二 ao = 
(2 (0n X24an ix2+om 区 x2 二 .上 oa)x 
2 十 60. 

令 4=anx2 和 十 an_1X22 1 十 … 十 QiX 
21+ao, B= ((an x2 二 an 1i)X2 十 an 2) x 
2 十 .……. 十 ai， 

则 4 = Bx2 十 ao, ao 即 为 “4 二 2” 的 余数 ， 
类 似 可 求 aa az,…… ,Qn-1, an- 

(3) 十 进 制 转 k 进 制 

例 4 89uo 转化 为 二 进 制 数 . 

解 : 过 程 如 图 7, 当 a; = 0 时 无 需 再 往 后 


做 , 即 商 为 0 时 结束 . 所 以 89(10) 转化 为 二 进 制 


数 为 : 1011001¢»). 


89 + 2=44 ，… 1; =l] 
4 二 2=22 …0; = 

22 2=11 …0; Co2=0 
11 + 2=5 … 1 =1 
5 十 2=2 "1; Qs= 

2 +2=1 0; as=0 
1+2=0 "1. -1 


图 7 ”89(0) 转 二 进 制 数 过 程 


练习 3 将 268(10) 转化 为 二 进 制 数 ， 

评注 : 通过 练习 让 学 生 进 一 步 体 会 秦 九 户 
算法 在 进位 制 转换 中 的 作用 , 并 总 结 十 进 制 转 
二 进 制 的 算法 . 

(4) 十 进 制 转 k 进 制 的 除 k 取 余 法 

除 上 上 取 余 法 : 将 十 进 制 数 除 以 k, 记 下 所 得 
的 商 和 余数 , 然后 将 商 除 以 k, 并 记 下 新 的 商 
和 新 的 余数 , 反复 进行 , 直到 最 后 的 商 为 0 为 
止 . 将 各 步 所 得 余数 从 后 到 前 排列 , 便 得 到 相 
应 的 & 进 制 数 . 

练习 4 将 2012(10) 转化 为 八进制 数 和 二 
十 进 制 数 . 
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QnQn—1l'*Q2010Q0(2) = 


8-11 
评注 : 本 环节 在 秦 九 韶 算 法 的 原理 上 明确 
十 进 制 数 如 何 转 k 进 制 数 , 讲解 后 对 本 节 课 做 
小 结 . 

课外 思考 : 奇 思 妙 想 一 “爱丽 丝 为 什么 
得 不 到 20” 固 爱丽 丝 漫游 奇 境 的 第 二 章 “ 眼 
泪 潭 ?中 写 到 : 四 乘 以 五 等 于 十 二 , 四 乘 以 
六 等 于 十 三 , 四 乘 以 七 等 于 .……. 啊 , 天 蚂 ! 
照 这 么 背 下 去 ， 永 远 也 到 不 了 二 十 啦 ! 
再 说 ， 九 九 表 也 不 能 算 个 标准 . 你 能 用 本 
节 所 学 给 出 理由 吗 ? (理由 : 如 图 8， 分别 
在 18、21、24、27.… 进位 制 下 做 乘法 , 结果 
永远 得 不 到 20). 


4x5=1(X 18)+2 4X5=1218 
4x6=1(x21)+3 4x6=13s1 
4X7=1(X 24)+4 4Xx7=1424 
4X8S=1CXx27)+5 4X8=1527 
4x9=I(x 80)+6 4x9=16s0 
4x 10=1C(Xx33)+7 4x 10=1733 
4x1l=1(x36)+8 4x11=18s6 
4x12=1(x39)+9 4x 12=1939 
4x13=1(x 42)+10 4x 13=1 10%e 
4xX14=1C Xx 45)+11 4X14=11145 
8 ”爱丽 丝 为 什么 不 能 得 到 20 


4. 小结 

k 进 制 转 十 进 制 的 过 程 让 学 生体 会 到 十 
进 制 计数 的 便利 性 ,而 十 进 制 转 天 进 制 的 * 除 
以 大 取 余 法 ”的 原理 是 秦 九 韶 算 法 , 二 者 共同 体 
现 了 我 们 古代 数学 对 世界 的 贡献 . 最 后 的 课外 
思考 把 进位 制 应 用 于 文学 , 增强 了 本 节 课 的 趣 
味 性 . 
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久 计 课 苔 练习 


200086 上海 华 东 师 大 一 附中 数学 组 ” 张 华中 


数学 练习 课 是 数学 教学 的 重要 组 成 部 分 ， 


它 的 主要 任务 是 巩固 基础 知识 , 形成 解 题 技能 
和 技巧 , 形成 解决 问题 的 能 力 , 对 于 学 生 的 发 
展 具 有 重要 的 意义 . 

教育 家 维 果 茨 基 认 为 , 学 生 的 发 展 具 有 两 
种 水 平 : 一 是 已 经 达到 的 发 展 水 平 , 即 学 生 能 
够 独立 解决 问题 的 水 平 ; 二 是 可 能 达到 的 发 展 
水 平 , 要 在 他 人 的 帮助 下 , 才能 达到 解决 问题 
的 水 平 . 在 学 生 已 经 达到 的 发 展 水 平 与 可 能 达 
到 的 发 展 水 平 之 间 存 在 着 一 段 差距 , 这 个 差距 
称 之 为 学 生 的 “最 近 发 展区 ”. 这 意味 着 学 生 将 
来 可 能 达到 的 发 展 水 平 , 包含 着 学 生 的 发 展 潜 
能 , 表示 学 生 的 发 展 趋势 . 我 们 的 数学 练习 课 
应 该 利用 这 一 点 来 设计 问题 , 让 学 生 在 原 有 的 
基础 上 , 在 他 人 的 帮助 下 , 达到 新 的 发 展 水 平 . 

本 文 结 合 正 弦 函 数 、 余 弦 函 数 的 图 像 与 
性 质 的 课堂 练习 的 设计 (后 称 《 人 设计 》) 做 一 些 

1. 确定 学 生 已 达到 水 平 

《设计 》 是 在 学 生 已 经 学 习 了 正弦 函数 

和 余弦 函数 的 图 像 与 性 质 后 进行 的 , 我 们 通 
过 上 课 和 作业 等 途径 ,了解 到 学 生 已 经 掌握 
了 zw 二 sinz 和 ?y = cosz 的 定义 域 、 值 域 、 最 大 
最 小 值 、 单 调 性 、 奇 偶 性 等 , 能 够 独立 地 解决 
以 土 概念 的 有 关 问 题 . 

2. 确定 学 生 可 能 达到 的 水 平 

对 于 函数 y = sinx、Y = cos x 进行 运 当 
的 运算 , 解决 新 的 消 数 的 有 关 问 题 , 这 是 学 生 
可 能 达到 的 水 平 , 例如 : 

求 下 列 函 数 的 最 大 值 、 最 小 值 、 单调 区 间 . 

(1) y = sin zx 十 cos 2; 

(2) y = V3 sin 3z 一 cos 37; 


5) .cos (T+) 


(3) y=sin (F +5 


解决 这 些 问 题 使 学 生 从 已 经 达到 的 水 平 
发 展 到 可 能 达到 的 水 平 , 需要 在 老师 的 帮助 下 
或 在 集体 活动 中 来 实现 . 

3. “最 近 发 展区 ”的 设计 策略 

教师 确定 了 学 生 已 经 达到 的 发 展 水 平和 
可 能 达到 的 发 展 水 平 , 才能 在 学 生发 展 进程 与 
其 受 教育 的 可 能 性 之 闻 找 到 正确 的 关系 , 进行 
有 效 的 帮助 . 在 “最 近 发 展区 上 设计 问题 , 是 
利用 来 自学 生 内 部 的 积极 力量 , 建立 起 教学 与 
发 展 之 间 的 桥梁 . 可 逐步 地 设计 以 下 问题 : 

1)《 设 计 》 的 第 一 层次 说 明 关 键 步 又 . 
例如 建立 上 面 三 个 疯 数 与 y = snz 之 间 的 
关系 , 可 按 如 下 实施 : 由 在 asinz 十 bcosz = 
4sin(Bz+C) 中 找 出 4、、C 与 ac、!% 之 间 的 
关系 ; @@y 二 4sin(Bz-H+C) 与 y = sinz 的 关系 ; 
人 利用 中 、 包 求 出 csinz 二 pcosz 的 最 值 与 单 
调 性 ， 

让 学 生 能 得 出 

. n 

(1) y = V2 sin (z+ 了 


(2) y = 2 sin (3z 一 6) 

(3) y=3sin (F+T) 
策略 是 提问 “这 些 了 消 数 是 由 y = sinx 经 过 怎样 
的 变换 得 到 的 ? ”如果 不 能 得 出 以 上 结果 , 可 
提问 : 

(1) csinz 十 bcos2z 一 
cosz 一 

这 些 问题 看 似 简单 但 这 些 知 识 是 在 两 角 
和 与 差 的 三 角 公 式 中 学 习 的 , 第 要 联想 . 对 于 
一 些 学 生来 说 还 是 有 些 难 度 的 . 

2)《 设 计 》 的 第 二 层次 说 明 对 竺 学生 
的 “差异 ”, 设计 为 特 优 与 特 弱 两 种 . 例如 求 
隙 数 y = Asin(wz 十 o) 的 最 大 值 : 最 小 值 、 
单调 区 间 . 


; (2) sin zx- 
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由 yy = sinz 到 wy = 4sin(wz 十 yp) 变换 有 
难度 , 但 在 老师 的 帮助 下 及 同学 的 交流 中 是 可 
以 解决 的 . 

学 生 的 认 知 水 平 是 有 差异 的 , 对 一 些 学 生 
可 能 达到 的 发 展 水 平 , 对 男 一 些 学 生 则 可 能 是 
己 经 达到 的 水 平 . 因而 “最 近 发 展区 ”也 是 有 差 
异 的 ， 所 以 我 们 在 设计 问题 时 也 应 该 有 差异 
性 、 层 次 性 , 让 不 同 的 学 生 取 得 不 同 的 收获 ， 
在 能 力 上 都 有 所 提高 . 于 是 , 我 在 给 出 上 述 问 
题 的 同时 , 又 给 出 了 以 下 的 问题 : 

求 以 下 函数 的 最 大 值 、 最 小 值 : 

(1) y = sin2z 一 cos 2; 

(2) y = sinz + cos z+ sinz. CoS2. 

前 面 在 “最 近 发 展区 上 设计 的 问题 所 涉 
及 的 还 是 刚 学 习 不 久 的 两 角 和 与 差 的 知识 , 没 
有 超出 三 角 函 数 知识 , 而 这 两 个 题目 设计 的 问 
题 就 涉及 到 换 元 法 及 二 次 函数 等 知识 , 跨度 较 
大 , 难度 也 提高 了 . 

在 (1) 中 设 t = cosx E [一 1， 转化 为 求 


1\2 3 
y= -tttl= (tts) +5,t€ [一 1 了 的 最 . 


2 2 
大 最 小 值 问 题 ; 在 (2) 中 设 t = sinz 十 cosz = 


V2sin (z 十 7) E [一 V2, V2], 转化 为 求 y 


D2 +t 2 < [_V3,vV 引 的 最 大 最 小 值 问 题 . 


2 
4. “最 近 发 展区 ”的 动态 管理 


随 着 学 习 的 不 断 深 入 , 学 生 的 “最 近 发 展 


区 ”也 不 断 变化 . 一 个 可 能 达到 的 发 展 水 平 , 经 
过 学 习 后 变 成 已 经 达到 的 发 展 水 平 , 向 下 一 个 
新 的 可 能 达到 的 水 平 发 展 . 因而 形成 下 一 个 新 
的 “最 近 发 展区 ”, 教师 在 练习 课 前 应 事先 设计 
好 下 一 个 新 的 可 能 达到 的 问题 , 并 在 上 课时 通 
过 巡视 , 个 别 交 流 中 关注 这 个 变化 , 看 何 时 提 
出 这 个 新 的 问题 比较 恰当 , 不 异 时 机 地 引导 学 
生 去 解决 新 的 问题 , 让 学 生 达 到 新 的 发 展 水 平 . 

我 在 学 生 解 决 上 述 问 题 的 基础 上 , 又 提出 
以 下 问题 : 

求 下 列 函 数 的 最 大 值 : 

(1 一 zz 十 V1L 一 22; 

(2)2 = 27 十 V3 — 2x2. 
解决 这 些 问题 可 利用 三 角 函 数 来 置换 , 难度 显 
然 提 高 了 . 
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学 生 在 学 习 进 程 中 总 存在 着 已 经 达到 的 
和 可 能 达到 的 两 种 发 展 水 平 , 以 及 两 者 之 间 差 
异 的 “最 近 发 展区 ”. 教学 应 该 走 在 学 生发 展 的 
前 面 , 确定 学 生 的 两 种 发 展 水 平 . 学 生 由 已 经 
达到 的 发 展 水 平 转化 为 可 能 达到 的 发 展 水 平 是 
螺旋 式 发 展 的 过 程 . 当 学 生 由 可 能 达到 的 发 展 
水 平成 为 已 经 达到 的 发 展 水 平时 , 学 生 在 新 的 
水 平 基础 上 , 又 出 现 新 的 思维 潜在 水 平 并 形成 
新 的 “最 近 发 展区 *. 于 是 教学 又 从 新 的 潜在 水 
平 开始 .….……… 这 是 一 种 循环 往复 、 不 断 转 化 和 
在 《设计 》 中 , 学 生 由 已 经 掌握 的 y = 
sinZ 和 ?2 = cosz 的 值 域 , 到 能 解决 函数 y = 
V3sin3% -cos3z 等 图 数 的 最 大 最 小 值 问 题 ， 
学 生 已 经 提高 到 一 个 新 的 水 平 , 但 还 是 局 限于 
直接 利用 y = sinz 和 wy = cosz 的 值 域 来 解决 ; 
在 解决 函数 y = sin2z 一 cosz 的 最 大 最 小 值 
问题 时 , 要 通过 假设 t= cos zw 构造 一 个 二 次 消 
数 y = 一 化 一 t 十 1, 再 利用 上 = cosz 的 值 域 来 
解决 , 学 生 便 提高 到 一 个 更 高 的 新 的 水 平 . 
此 时 , 学 生 利用 yy = sinz 和 wy = cosz 的 
值 域 解决 一 些 哆 数 的 最 大 最 小 问题 的 “最 近 发 
展区 "应 该 有 所 突破 了 . 《设计 》 中 又 及 时 提 
出 求 函 数 y = z 十 V1L- 22 最 大 值 问题 , 给 学 生 
造成 新 的 困难 , 向 着 下 一 个 “最 近 发 展区 ”发 展 . 
由 函数 的 定义 域 得 出 一 1 < x < 1, 再 联想 y = 
sinz 和 y = cosz 的 值 域 , 从 而 假设 z = cos 0， 
构造 出 函数 y = cos9 十 sin9,8 e [0,7]. 在 这 个 
过 程 中 , 我 们 实际 上 是 在 帮助 学 生 积累 知识 和 
推进 思考 力 的 发 展 . 这 里 , 教师 帮助 是 重要 的 ， 
“最 近 发 展区 ”是 以 隐 性 的 方式 客观 存在 
于 每 个 学 生 的 思维 之 中 的 . 在 以 “自主 、 探 
究 、 合 作 ” 为 主 的 新 的 学 习 方 式 下 , 教师 必须 
研究 学 生 的 “最 近 发 展区 ”, 要 多 与 学 生 交 流 ， 
了 解 学 生 的 心理 特征 和 已 有 认 知 水 平 , 以 便 从 
中 及 时 获取 信息 ,再 依据 “最 近 发 展区 ”, 设置 
问题 , 创设 情景 , 反映 相关 数学 内 容 的 本 质 , 让 
学 生 更 好 的 进入 角色 , 激发 学 生 的 学 习 兴 趣 . 
教师 对 学 生 在 课堂 上 的 ‘疑问 "不 能 草率 
处 理 , 或 置之不理 , 而 只 按 自 己 事 先 备 好 的 教 
案 讲 解 , 这 样 会 极 大 地 挫伤 学 生 主 动 学 习 的 积 
极 性 . 教师 应 倡导 民主 教学 , 鼓励 学 生 课 当 发 
问 、 质 疑 , 并 善待 学 生 的 提问 , 灵活 的 调整 自 
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一 题 多 变 , 多 题 归 一 
一 记 一 次 “ 磨 课 ” 的 过 程 
200032 ”上海 市 徐汇 区 教师 进修 学 院 ” 陈 永明 


F 老师 是 优秀 和 的 中 青年 教师 , 讲课 时 条 理 
清晰 , 口齿 清楚 , 学 生 的 学 业 水 平 也 很 高 . 一 次 
她 要 上 公开 课 , 先 拿 出 一 份 教案 , 请 备课 组 的 
老师 提 提 意见 . 

老师 课 的 题目 是 “图 形 运 动产 生 的 分 类 
讨论 ”. 她 准备 讲 三 道 例题 : 

例 1 如 图 1, 己 知 在 RtAA4BC 中 , LB= 
90" BC =4cm, 4B = 二 8cm, 点 DD、 娟 、. 玉 分 别 
是 4B、AC、BC 边 上 的 中 点 . 车 点 PP 为 4B 边 
上 的 一 个 动 点 , PQ/ BO, 且 交 AC 于 点 @, 以 
PQ 为 一 边 , 在 点 和 4 的 异 侧 作 正 方形 PQMN,， 
记 正 方形 PQMN 与 矩形 瓦 DBF 的 公共 部 分 
的 面积 为 y. 





4 P DN B 


图 1 
(1) 点 4P = 3 cm 时 , 求 y 的 值 ; 
(2) 设 AP = z cm, 试用 含 > 的 代数 式 表 
示 Y cm2; 
(3) 当 y = 2 cm2 时 , 试 确定 点 己 的 位 置 . 
例 2 如 图 2, AABC 中 4B=4C, BC= 
6, 点 局 为 BC 中 点 , 连结 4D, AD = 4, AN 


Sa Sd Sd a SS SS A SS Sa ed A A dA A SAA 


己 的 教学 设计 , 找 准 学 生 的 “最 近 发 展区 ”， 引 
导 学 生 自主 学 习 , 让 学 生 的 学 习 能 力 不 断 地 
发 展 . 

参考 文献 

上 握 文 毅 ， 维 果 区 天 “最 近 发 展区 " 理 
论 对 我 国教 学 改革 的 启示 侣 . 心理 学 探 新 ， 


是 和 ABC 外 角 LCAM 的 平分 线 ,，CELAN,， 
和 殿 足 为 E. . 


图 2 
(1) 试 判断 四 边 形 4DCE 的 形状 , 并 说 明 
理由 ; 

(2) 将 四 边 形 4DCE 沿 CB 以 每 秒 1 个 
单位 长 度 的 速度 向 左 平移 ， 设 移动 时 间 
为 t(0 < t < 6) 秒 , 平移 后 的 四 边 形 4'D'C’'E' 
与 人 4ABC 重 营 部 分 的 面积 为 5S, 求 5 关 于 t 的 
少数 表达 式 , 并 写 出 相应 的 上 的 取 值 范围 . 

例 3 如 图 3, 已 知 直线 五 :g = 22 十 了 与 
直线 jz :2 = 一 2z 十 16 相 交 于 点 C 1 、j2 分 别 
交 Z 轴 于 4A、B 两 点 ， 矩 形 DEFG 的 顶点 万 、 
忆 分 别 在 直线 hi、1i2。 上 , 顶点 ff、G 都 在 zx 轴 
上 ,有朋 点 G 与 点 BB 重合 . 

(1) 求 A4BC 的 面积 ; 

(2) 求 和 矩形 万 BRPG 的 边 DE 与 BF 的 上 长 ; 

(3) 车 矩形 DEFG 从 B 点 出 发 ， 沿 z 轴 
的 反方 向 以 每 秒 1 个 单位 长 度 的 速度 平移 ， 
设 移 动 时 间 为 (0 <&t< 12) 秒 , 矩形 DEFG 与 


Fd SA Fd A A A Sd SA A Sd A A A Sd AA A A A A A NA Sd 


2000(2): 17 一 20. 
由] 陈 军 涛 . 最 近 发 展区 理论 在 教学 模式 
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图 3 


人 和信 ABC 重印 部 分 的 面积 为 5S, 求 S 关 于 t+ 上 的 函 
数 关 系 式 , 并 写 出 相应 的 4 的 取 值 范围 . 

大 家 肯定 下 老师 把 同类 的 题 (图 形 运 动产 
生 的 分 类 讨论 ) 集 中 在 一 节 课 内 讲解 , 这 种 专 
题 式 的 复习 , 有 利于 学 生 认 知 结构 的 建立 . 相 
比 之 下 , 有 的 老师 很 “ 懒 *, 随意 地 挑 几 道 题 , 职 
算 一 节 习 题 课 了 , 习题 课 选 题 的 随意 性 , 会 形 
成 知识 结构 散乱 , 这 是 常见 的 现象 .下 老师 专题 
式 的 习题 课 , 显然 比 这 类 散乱 式 的 习题 课 高 出 
一 个 档次 . 

但 是 大 家 指出 , 这 三 道 题 都 独立 , 有 的 移 
动 图 形 大 小 不 变 (如 例 2), 有 的 变 (如 例 1), 移 
动 之 后 需求 面积 的 图 形 形 状 也 有 发 生变 化 的 . 
如 果 用 一 道 基 本 题 , 进行 变 式 , 把 图 形 运动 的 
几 种 主要 情形 一 一 展示 出 来 , 可 能 效果 更 好 . 

F 老师 很 有 悟性 , 修改 的 教案 是 这 样 的 : 

例 1 如 图 4, 已 知 在 RtA4BC 中 , LB = 
90°, BC = 4, 4AB = 12, 四 边 形 DEFB 是 正方 
形 , 点 也 在 边 BC 上, 点 马 在 边 4C 上, 点 下 在 
边 AB 上 , 试 求 正方 形 DEFB 的 边 长 . 

C 


| 
D 
4 


天 B 
图 4 

(注意 : 这 是 本 节 课 所 有 例题 统一 的 题 干 ) 

变化 1: 如 图 5, 正方 形 DEFB 以 每 秒 1 
个 单位 的 速度 沿 射 线 4B 方 向 移动 , 顶点 B 落 
在 AB 的 延长 线 点 G 上 , 设 正方 形 移动 的 时 间 
为 石 , 正方 形 DEFG 与 人 4ABC 的 公共 部 分 面 
只 为 91, 试 求 51 关于 去 的 函数 解析 式 及 定义 
域 . 
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(注意 : 移动 的 正方 形 DEFB 大 小 不 改变 ， 
重 肥 部 分 形状 始终 是 和 矩形) 

变化 2: 如 图 6, 正方 形 DEFG 以 每 秒 1 
个 单位 的 速度 沿 射线 B4 方 向 移动 , 设 正方 形 
移动 的 时 间 为 to, 正方 形 DEFG 与 人 ABC 的 
公共 部 分 面积 为 52, 试 求 52 关于 刀 的 除数 解 
析 式 及 定义 域 . 


(注意 : 正方 形 DEFG 移动 过 程 中 , 大 小 
也 不 改变 , 但 重 登 部 分 的 形状 发 生 了 变化 : 五 
边 形 一 -梯形 -一 三 角形 , 比 “ 变 化 1* 难 了 一 些 ) 

变化 3: 如 图 7, 车 PP 为 4B8 边 上 的 一 个 
动 点 PQ/BC, 且 交 AC 于 点 Q@, 以 PQ@ 为 一 
边 , 在 点 4 的 异 侧 作 正 方形 PQMN, 记 正 方形 
PQMAN 与 正方 形 EDBF 的 公共 部 分 的 面积 
为 y. 





(1) 设 4P = z, 试 求 出 y 关于 2 的 解析 式 
及 定义 域 ; 

(2) 当 y = 代 时 , 试 确定 点 己 的 位 置 

(注意 : 在 本 题 中 确切 地 说 正方 形 
PQMN 不 是 作为 一 个 “刚体 ”在 “平移 "”， 而 是 
边 移动 , 边 变形 一 缩小 了 ) 

三 道 变 式 题 , 代表 三 种 情况 , 而 且 由 易 到 
难 , 这 个 教案 很 快 得 到 大 家 的 赞许 . 事实 上 , 实 
施 的 效果 很 好 . 一 题 多 变 , 比 起 刚才 说 到 的 专 
题 式 的 习题 课 , 水 平 又 提高 了 一 个 档次 . 

变 式 教学 是 中 国 特色 的 习题 教学 理论 . 变 
式 教 学 为 什么 好 ? 原因 是 : 

第 一 ， 在 一 道 基 本 题 的 基础 上 进行 变化 ， 
容易 让 学 生 弄 清楚 这 些 题 之 间 的 相同 点 和 不 同 
点 , 形成 优良 的 认 知 结构 , 而 且 印 象 深刻 , 这 是 
心理 学 里 的 “对 比 ” 效 应 . 

第 二 ， 整 节 课 从 一 道 题 出 发 , 经 过 多 次 次 

(下 转 第 8-40 页 ) 
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对 一 道 高 中 会 考题 的 引申 和 探究 


314000 ”浙江 省 嘉兴 市 第 一 中 学 王 剑 明 


题目 (2011 年 浙江 省 普通 高 中 会 考 第 


41 题 ) 如 图 1, 圆 C 与 y 轴 相 切 于 点 T(0,，2)，. 


与 x 轴 正 半 轴 相 交 于 M、N 两 点 (点 MM 在 
点 N 的 左 侧 ), 且 |MN| = 3. 





(1) 求 圆 C 的 方程 ; 

(2) 过 点 必 任 作 一 条 直线 与 贺 O: 2z2 十 
y? = 二 4 相交 于 A、B 两 点 , 连结 AN、BN. 求 
证 : ZANM = ABNM. 

这 是 一 道 颇具 美感 、 难 易 适 中 的 好 题 . 该 
题 的 第 (2) 小 题 证 明 角 相等 , 具有 很 强 的 几何 
韵味 , 其 背后 , 是 否 绚 藏 着 更 深 的 数学 规律 昵 ? 

1. 问题 推广 的 初步 探究 

问题 1 如 图 2, 已 知 圆 O: 22 十 说 一 7 
过 点 M(m,0) (0<m<y) 任 作 一 条 直线 与 圆 相 
交 于 A、B 两 点 ， 在 x 轴 上 是否 存在 一 点 
N(n,0) (n > 7), 连结 AN、BN, 使 得 LANM 
= LBNM? 


解析 : 车 存在 一 点 N(n,0) (n> 7), 则 kaw 
十 KBN = 0. 

(i) 当 直 线 4 好 与 z 轴 不 重 直 时 ， 设 直线 
AB 的 方程 为 y = k(x 一 7m)， 

一 plZ 一 ?Pi)，， 

由 ye 一 人 得 

(1 十 K2)z2 一 27pk2z 十 In282 一 "2 一 10. 

因为 过 点 MM 的 直线 与 圆 O 交 于 两 点， 所 
以 上 述 方程 有 两 实 根 . 

设 A(z1,1)、B(x2,y2), 可 得 





人 1 十 次 — 2m TX Tr 

1 tk + 

因为 kaw 十 kaw 二 一 上 2 
X11—n ao 一 也 


_ Ek[(z1 — mM) (rT2 一 人) 十 (Z2 — Mm)(z1 — 1) 
加 (x1 一刀 )(Z2 — n) 
一 0， 

而 (2Z1 一 72)(Z2 一 n) 十 (22 一 m)(z1 一 nn) 

= 27122 — (Mm +n)(r1 + x2) + 2mn 
27p212 一 272 2(m + nmek? 
i + 2mn 

_ 2mn 一 27? 

l1+k2 
x2 

所 以 n= 一 . 

m 

OO<m<r,n>r7. 

(i) 当 直 线 4B1lz 轴 时 ，ZANM = 
ZBNM 成 立 . 所 以 由 人、( 过 可 知 , 存在 点 六， 
使 得 LANM = CBNAL. » » 

问题 2 如 图 3, 已 知 椭圆 C: = 十 竹 = 
1(g > b> 0), 过 点 MM(m,0) (0 <m <a) 任 作 
一 条 直线 与 椭圆 C 相交 于 A4、B 两 点 , 在 zx 轴 
上 是 否 存 在 一 点 N(n,0) (n > o), 连结 AN、 
BN, 使 得 人 ANM 人 BNM? 

解析 : 车 存在 一 后 N(n, 0) (ne > 个) ， 则 Ean 
十 KBN 一 0. 


二 0, 
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图 3 


(i) 当 直 线 4B 与 x 轴 不 牌 直 时 , 设 直线 
AB 的 方程 为 y = k(x 一 mm)， 


vy 一 k(x — m), 
由 4 z2 yy2 得 
mto=! 


(a2k2 -+b2) 722 —2ma2 kr+am2k?2— a2b? = 


因为 过 点 MM 的 直线 与 椭圆 交 于 两 点 ,所 
以 上 述 方程 有 两 实 根 . 


设 A(z1,y1)、 B23; yp), 可 得 十 ZX2 一 
27mC2K2 Q2770282 一 a2b2 
0 有 2 十 到 12 一 082 十 到 
因为 kan 十 KBN = 一 一 一 1 + 二 二 
Til 一 T2111 
_ K[(z1 — mm)(z2 — 1) + (zt2 一 人 (zl — n)] 


(zl 一 如)(Z2 —n) 
=0, 


而 (zi — mm) (x2 一 m) 十 (za — m)(z1 —n) 
= 22122 一 (Mm + n)(1 十 Z2)] + 2mn 
_ 2a2m?2k2 -202 2m + n)mazk? » 
于 
_ 2mnb? — 2a2b2 
-aT 0 
a2 
所 以 n= 一 . 
mm 
0<m<a, n>aoa. 
(ii) 当 直 线 4BLz 轴 时 ，~4NM = 
ZBNMA 成 Y. 
由 (i)、( 坟 可知， 存在 点 N, 使 得 ZANM 
= LBNM . ,2 
问题 3 如 图 4 已 知 双 曲 线 C: a = 
1(g > 0,b > 0), 过 点 MOm;0) (m > a) 任 作 一 
条 直线 与 双 曲 线 C 的 右 支 相交 于 A、B 两 点 ， 
在 z 轴 上 是 否 存在 一 点 Mn 0) 连结 AN、 
BN, 使 得 ZANM = 人 BNM? 
解析 : 着 存在 一 点 NN (n, 0), 则 RaN 十 天 已 N 
一 0. 
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和 4 


(i) 当 直 线 4B 与 z 轴 不 重 直 时 , 设 直线 
4B 的 方程 为 y = k(z 一 m)， 


y = k(x — m), 
由 4 x2 2 得 
wm BI 


(这 一 a212)z2 十 27na252z 一 a27mp2K2_a202 一 
0. 
因为 过 点 M 的 直线 与 双 曲 线 C 的 右 支 交 
于 两 点 , 所 以 上 述 方 程 有 两 实 根 . 
设 A(zx1,y1)、 B(x2, yo), 可 得 zl 十 Z2 = 
202 








2ma2 k2 a27mn2K2 +a 
a2k2 — ba’ 2 Rp 
因为 kaw 十 jp = nn + = J2 


由 1] 一 人 包 一 人马 
_ K[(z1 一 mm)(za —n) + (22 — m) (zl 一 "| 
(x1 一 ?2) 22 一 多) 
= 0, 
而 (X11 一 m)(z2 —n)+ (rz2 一 mp)j(zi 一 7) 
= 27172 一 (m+ n)(z1 十 Z2) + mn 
202m2k2 + 202b2 2(m + nma2pk? 
RR Bt 
—2mnb? + 20202 
-p= 
所 以 n= 生 . 
m 
“mMm>a,..0<n<o. 
(i) 当 直 诉 ABLz 轴 时 ，ZANM = 
ZBNM 成 立 . 
由 (i 、( 让 可 知 ， 存在 点 NN, 使 得 LANM 
= LBNM. 
问题 4 如 图 5, 已 知 抛物 线 C: yy = 
2pz (p > 0), 过 后 M 衣 (m,0) (mm > 0) 任 作 一 
条 直线 与 抛物 线 C 相 交 于 A、B 两 点 , 在 z 轴 
上 是 否 存在 一 点 Nln,0), 连结 AN、BN, 使 
得 ZANM = LBNM? 
解析 : 车 存在 一 点 N(n,0), 则 kaw 十 有 BN 
= 0. 
(i) 当 直 线 4B 与 z 轴 不 算 直 上 时, 设 直 线 
AB 的 方程 为 y = k(x - m)， 





yy 二 KZ — m), 得 


K2z2 — (2mk? 十 2p)z + m2k? = 0. 
因为 过 点 M 的 直线 与 抛物 线 交 于 两 点 ， 


所 以 上 述 方程 有 两 实 根 ， 

设 A(z1, 纪 )、B(7x2,y2), 可 得 xz1 十 z2 = 
2mk? + 2p 四 
3 To 一 ?2 . 








因为 K4N 十 KBN 一 二 yl 二 十 二 2 


_ kl(z1 —m)(z2 一 也 ) 十 (za 一 mm) 2 二 7 


(zl — 1) (x2 — n) 
= 0, 


而 (zx 一 ?az)(z2 一 n) 十 (za — m)(r1 一 也) 
= 271272 一 (m+ nz + YX2) 二 2mn 
2mpk? 十 2D 


= 2m? 一 (m+ n) 3 


所 以 n = —m. 

(i) 当 直 线 A4Blz 轴 时 ，ZANM = 
ZBNM 成 立 . 

由 全、( 订 可 知 , 存在 点 和 N, 使 得 LANM 
= LBNM. 

从 刚才 的 解答 过 程 中 , 可 以 看 到 , 不 论 是 
圆 还 是 圆锥 曲线 , 几 个 问题 中 的 点 六 不 仅 存在 
而 且 是 唯一 的 . 

2. 问题 推广 的 探究 结论 

从 上 面 的 探究 过 程 , 理 根 据 圆 以 及 圆锥 曲 
线 的 对 称 性 , 不 难得 到 下 面 的 几 个 结论 . 

命题 1 已 知 圆 O: xz2 + = ”， 过 
点 Mm,0) (-7 <m<7, 且 mm 冯 0) 任 作 一 条 
直线 与 贺 相 交 于 4A、B 两 点 , 记 NN(n,0), 连结 
AN、BN, 则 mn 二 rm? 是 ZANM = LBNM 
的 充 要 条 件 . 

命题 2 己 知 椭 贺 C: 25 + 抱 = 1(a > 
b > 0), 过 点 M(m,0}(~-a < 过 人 < 二 a 且 和 mn 天 
0) 任 作 一 条 直线 与 椭圆 CC 相交 于 4A、B 两 点 ， 


+ 2mn 一 0， 
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记 NN(n,0), 连结 4N、BN, 则 m:n = 名 是 
ANM = ZBNM 的 充 要 条 人 

命题 3 已 知 双 曲线 C: 夸 一 睦 =1(a > 
0,5 > 0), 过 点 MM(m,0) (rn > ;或 < 。_) 任 作 
一 条 直线 与 双 曲 线 C 的 一 支 ( 右 支 或 左 支 ) 相 
交 于 A、B 两 点 , 记 N(n,0), 连结 A4N、BN,， 
则 m.n 二 2 是 ZANIM = LBNM 的 充 要 条 
件 . 

命题 4 已 知 抛 物 线 C: vy = 2pzx (p > 0)， 
过 点 Mr,0) (m > 0) 任 作 一 条 直线 与 抛物 线 
CC 相交 于 A、B 两 点 , 记 NN(n,0), 连结 AN、 
BN, 则 n= -和 是 ZL4NM = LBNM 的 充 要 
条 件 . 

3. 对 问题 推广 的 再 思 

让 我 们 再 回 到 问题 1, 作 点 8 关于 zz 轴 对 
称 点 B', 根据 圆 的 对 称 性 , 点 如 在 圆 O 上 , 如 
图 6, 很 容易 得 到 下 面 的 结论 : 





命题 5 已 知 圆 0: zz 十 欠 = 天 过 
点 Mn,0)(-r < 人 < 六 且 人 站 关 0) 任 作 射 线 
MA、MB' 分 别 交 略 的 上 半 部 分 于 4、B' 两 
点 , C(-7,0)、D(7,0), 车 LAMD = LB'MC,， 


则 直线 4B' 恒 过 定点 ,0 


命题 6 已 知 桶 贺 B: 二 十 委 = 1(o > 
b > 0), 过 点 M(m,0) (一 a < m<a,HmzAK 0) 
任 作 射 线 MA、MB 分 别 交 椭圆 的 上 半 部 分 
于 A、B 两 点 , C(--a,0)、D(a,0), 若 ZAMD 
= LBMC, 则 直线 AB 恒 过 定点 (全,0)， 

证 明 : 如 图 7， 设 4(acosapsina)、 
BlacosB,bsinB), 则 由 ZAMD = CBAMC 可 


得 kma 十 kmB = 二 0, 故 有 
bsina bsinpB 
osa—m acos 有 一 
“se sin(a + 8) — ml(sin eo + sin 8)| 
{acosa — m)(a cospB— mm) 
即 csin(w + 8) 一 (sina + sin 8) = 0, 


一 0， 
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图 7 
于 是 2a sin 2 二 COS 2 -2msin + 























2 
oosS 人 一 0， acos 了 -mcosS 一 
0 所 以 cos 2 了 Q sc 十 1 .i QO) 
2 mm 2 


又 直线 4B 的 方程 为 se 
TT— COSA 


bsin B — bsin a 
一 一 上 一 一 一 一 ， 所 以 
acosP—acosa 
_ (bsinB 一 bsina)(z — acos oa) 
acos 有 一 acosa 


cos ot 
即 _ b(sin B — sin 0) 7 ) 


+ bsin C， 


2 一 0 
a(cos 有 一 cos aw) cos 2 +pB 


将 加 式 代 入 @ 式 , 可 得 
b(sin B — sin a) ( Q ) 


a(cosB—cosa)\ 加 


_ 一 Q2 
所 以 直线 AB 恒 过 定点 N (二 ,0). 
2 
命题 7 已 知 双 有 曲线 一 与 
0,5 > 0), 过 点 M(m,0)(m > a 或 m < 一 a) 
任 作 射线 MA、MB 分 别 交 双 曲 线 的 上 半 
部 分 于 A、B 两 点 ，C( 一 @,0)、D(a,0)， 若 
ZAMD = LBMC， 则 直线 4B 恒 过 定 
点 {和 ,0 


命题 8 已 知 抛物 线 C: 内 = 2pz (p > 0)， 
过 点 M(m,0) (m > 0) 任 作 射 线 MA4、MB 


-1(a> 


分 别 交 抛物 线 和 的 上 半 部 分 于 4、B 两 
点 ,车 ZAMO = LBMz(O 为 原点 )， 则 直 


线 4AB 和 恒 过 定点 (一 m0). 

如 果 进 一 步 放 宽 命 题 5 中 的 条 件 , 还 可 以 
得 到 更 精彩 的 结论 : 

命题 9 已 知 圆 O: z2 十 2 = 72, 过 点 
M(m,0) (一 ?< m <7, 且 mm 关 0) 任 作 直 线 
AB、CD, 分 别 与 圆 交 于 4、B、C、 吕 四 点 
(如 图 8)， 大 直线 AC 与 直线 3 了 相交 于 点 INV， 
则 点 N 在 直线 z = 元 上 . 
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图 8 


证 明 : 设 z 轴 与 贺 O 的 交点 为 、F, 过 
点 六 作 z 轴 的 垂 线 ， 牌 足 为 点 万 ， 人 
瑟 作 直线 诡 直 线 六 万 于 点 了 连结 FL, 过 点 
M 作 z 轴 的 算 线 交 C7、 和 于 上 了 (如 
图 9). 











‘* AGM EWALHE, 
IME| _ IMG| 
“EHB| [HD 
由 蝴蝶 定理 可 知 |MG| = |M1]|， 
. IME| AM 
“|EHI ~ [HL| 
‘“* AFMI2AFHL, 
. IMI| IIMA 
“HL| |FA|’ 
MB MB 
“|IEH|I |FH| 
设 点 NN 的 模 化 标 为 n， 风度 瓦 (m",0), 于 是 
一 人 % 47 解 得 n = 之 , 即 点 N 在 直 
nr 人 十 了 
线 z 二 一 - 


类 比 命题 9 在 圆锥 曲线 中 也 有 类 似 的 结 
论 , 文 [1 中 有 比较 详细 的 论述 , 这 里 就 不 再 细 
述 . 

参考 文献 
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小 试 “ 牛 刀 ” 妙 解 题 


一 对 一 道 竞 赛 题 的 再 探究 


445000 湖北 省 恩施 市 舞阳 中 学 曾 山 


江苏 省 第 十 九 届 初 中 数学 竞赛 初 一 年 级 
第 1 试 第 6 题 是 : 

下 面 所 说 的 “平移 "是 指 只 沿 方 格 的 格 
线 ( 即 上 、 下 或 左 、 右 ) 运动, 将 图 1 中 的 任 一 
条 线段 平移 1 格 称 为 外 步 ". 要 通过 平移 , 使 
图 1 中 的 3 条 线段 首尾 相 接 组 成 一 个 三 角形 ， 
最 少 需 要 移动 .……….……………………….……………………，. ( ) 

(A) 7 步 ; (B) 8 步 ; (C) 9 步 ; (D) 10 步 . 





这 道 题 的 答案 , 可 谓 五 伦 八 门 . 上 网 查阅 
得 知 , 主办 方 当 年 给 出 的 答案 是 选 (C); 近 几 
年 , 很 多 资料 上 给 出 的 答案 是 选 (B); 经 过 自主 
探索 , 合作 交流 , 同学 们 给 出 的 管 案 是 选 (A). 
我 们 不 禁 要 问 , 最 少 步 数 到 底 是 几 ? 

其 实 , 解决 本 题 的 关键 是 两 个 方面 : 定形 
和 定位 所谓“ 定形 ”, 就 是 判断 能 和 否 组 成 三 角 
形 以 及 三 角形 的 形状 ; 所 谓 “ 定 位 ”, 就 是 确定 
平移 后 三 角形 的 位 置 . 

俗话 说 :“ 杀 鸡 焉 用 和 牛刀”, 但 为 了 和 弄 清 问题 
的 本 质 , 不 得 不 小 试 一 下 “牛刀 ”了 . 本 文 将 用 
向 量 的 知识 解决 相关 的 问题 . 


一 、 定 形 
为 了 讨论 的 方便 , 我 们 建立 如 图 2 所 示 的 
平面 直角 坐标 系 . 


设 4A(2,7)、B(3,5)、C(4,5)、D(7,6)、E(4, 
4、 五 (2, 1), 则 


BA=(-1, 2), GD=(3, 1), 

EF'=(-2, —3). 

显然 , BA、CD、EF 都 不 平行 , 有 BA+ 
CPB+EF=0, 所 以 三 条 线段 能 组 成 三 角形 ， 
点 4 与 点 C 重合 (为 简便 , 记 作 4 = C, 下 同 )， 
B=F,D=&E. 

这 是 组 成 的 一 种 三 角形 , 如 图 2 中 的 虚线 
三 角形 . 








5 下 开国 





| 
| 人 


图 2 

下 面 看 另 一 种 情形 . 

AB=(1,—2), DC=(-3,—1), 

FE= (2,3), 

显然 , 4B、DC、FE 都 不 平行 , 且 AB 十 
DC+FE=0, 所 以 三 条 线段 能 组 成 三 角形 ， 
A=E,B=D,C0=F. 

这 是 组 成 的 另 一 种 三 角形 , 如 图 3 中 的 虚 
线 三 角形 . 

二 、 定 位 

(1) 如 图 2, 设 平移 后 取得 最 少 步 数 的 三 角 
形 为 人 PQR, 且 P(x,y), 则 

Q(z+1, y—2)、R(z+3, y+1). 

线段 4B、CD、EF 平 移 到 PQ@、PR、R@ 
的 位 置 所 需 的 步 数 分 别 为 : 
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对 课本 一 道 习 


238321 安徽 省 无 为 县 白 茹 中 心 学 校 


人 民 教 育 出 版 社 《 数 学 》( 九 年 级 ) 教科 书 
习题 24.2 第 17 题 :“ 如 图 1， 已 知 O@OI、@O>， 
作 一 个 贺 , 使 它 与 这 两 个 圆 都 相 切 . 你 能 作 
出 多 少 个 这 样 的 圆 ? ，” 

教师 用 书 ( 人 教 版 2009 年 3 月 第 2 版 ) 给 
出 的 参考 答案 是 : “这 样 的 圆 可 以 作 无 数 个 ”. 
第 175 页 对 于 此 题 的 答案 作 了 注释 , 给 出 了 更 
为 具体 的 管 案 :“ 这 样 的 圆 能 作 无 数 个 , 其 圆心 
实际 上 在 一 条 双 曲 线 上 .” 

对 于 这 个 答案 , 我 认为 不 够 全 面 . 就 本 题 
条 件 而 言 , 与 两 圆 都 相 切 的 圆 的 圆心 轨迹 会 因 
两 圆 相 切 情况 的 不 同 而 不 同 , 并 不 都 在 同一 条 
双 曲 线 上 . 


Iz —2|+|y—7|、|z— 4|+ly— 5|\ |z— 1|+ 
|y 3|， 

总 步 数 为 

zz 一 1 十 |z 一 2 十 Iz 一 4 十 ly 一 3 引 十 
ly—5I+ ly—7l. 

由 绝对 值 的 几何 意义 , 得 

当 Z=2 时 , |z 一 1| 填 |z 一 2| 十 |z 一 和 取得 
最 小 值 3; 当 y=5 时 , |y 一 3|+ly 一 5|+ly 一 ?| 取 
得 最 小 值 4, 故 当 z=2, y=5 时 , 最 少 步 数 为 7. 

(2) 如 图 3, 设 平 移 后 取得 最 少 步 数 的 三 角 
形 为 APQR, 且 P(xz, vy), 则 

QQLz+1l yy 一 2)、PER(z 一 2, 4 一 3). 

线段 4B、CD、EF 平 移 到 PQ、R@、PR 
的 位 置 所 需 的 步 数 分 别 为 : 

人 一 2 十 9 一 了 |、|lz 一 6 十 | 一 8 引 、|z 一 4 十 
ly 一 4 
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题 答案 的 研究 


倪 受 关 


相 切 包括 肉 切 和 外 切 , 在 *<@oOl 与 GO。 外.,. 
离 , 且 > 72” 的 条 件 下 , 与 已 知 两 圆 都 相 切 
的 圆 , 有 以 下 几 种 情况 : 

1. 与 已 知 两 图 一 圆 外 切 , 一 圆 内 切 

oo 与 OO0I、@O2 一 圆 外 切 ,一 圆 内 切 ， 
这 样 的 圆 可 以 作 无 数 个 , 其 圆心 轨迹 是 “到 定 
氮 O1、Os 的 距离 之 差 等 于 定 长 ”1 十 72” 的 双 
曲线 . 如 图 2Q), OO 与 OQO1 内 切 , 与 @Os 外 切 ; 
如 图 2G@, @0 与 @O1 外 切 , 与 GO 内 切 . 它们 
的 圆心 轨迹 分 别 是 双 曲 线 的 一 支 . 

2. 与 已 知 两 圆 都 内 切 , 或 都 外 切 

OO 与 GOI、@Os? 都 内 切 , 或 都 外 切 的 圆 
有 无 数 个 , 其 圆心 轨迹 是 “到 定点 Ol1、Os 的 
距离 之 差 等 于 定 长 71 一 72?* 的 双 曲 线 ， 如 
图 2@，E0 与 GO1、EOs 都 肉 切 ; 如 图 2@， 
©@0O 与 GO1、@Os 都 外 切 . 其 圆心 轨迹 分 别 是 
双 曲 线 的 一 支 . 


lx 一 和 十 ly 一 了 + 多 一 3 
3 


Ta Ta TTTT 
KIATITT 
-| yc 

_ 畏 趟 本 
a Ae 
国 国 乳 朋 可 国 各 加 国 
Fr 
TTTTT 
1 


3 
由 绝对 值 的 几何 意义 , 得 
当 z=4 时 ,lz 一 2 二 lz 一 4 十 lz 一 6| 取 得 
最 小 值 4; 当 2y=7 时 ,ly 一 和 +ly 一 了 I+ly 一 引 取 
得 最 小 值 4, 故 当 z=4, y=7 时 , 最 少 步 数 为 8. 
综 上 , 最 少 步 数 为 7. 













2 
- 
J 
4 了 1 
和 
有 - 
| 
加 Pa 
a 
和 
% 
~ A 
% 本 
\ -oo 
量 
a be 
1 本 
C&C ! 四 
站 
= 


图 2 


所 以 ， 车 Oi1、@0O。 外 离 ， 有 ri} > r2, 与 
这 两 个 圆 都 相 切 的 圆 有 无 数 个 , 其 圆心 轨 
迹 是 “到 定点 O1、0O2 的 距离 之 着 等 于 定 长 
m1 十 72” 的 双 曲 线 ; 或 是 “到 定点 OQ1、O2 的 距 
离 之 差 等 于 定 长 7 1 — To” 的 双 曲 线 . 与 已 知 两 圆 
都 相 切 的 圆 的 圆心 轨迹 是 不 同 的 两 条 双 曲 线 ， 
而 非 一 条 双 曲 线 . 

下 面 , 我 们 就 已 知 两 圆 OO1I1、@Os 的 其 他 
位 置 关 系 以 及 半径 m、7a 的 大 小 , 对 “与 已 知 
两 网 都 相 切 的 圆 的 圆心 轨迹 ?来 进行 再 研究 . 

一 、 已 知 两 圆 半径 不 等 , 与 它们 都 相 切 的 
加 的 圆心 轨迹 

(一 ) 已 知 两 圆 外 切 , 切 点 为 4 

1. 与 已 知 两 圆 一 网 外 切 , 一 圆 内 切 

这 样 的 圆 可 以 作 无 数 个 , 其 圆心 轨迹 是 
“直线 O10s ( 除 点 O1、O2、 4 外) 具体 情况 
如 下 : 

(1) OO 与 OO1 内 切 , 与 @Os 外 切 

如 图 3Q, 7 > ni, 其 圆心 轨迹 是 “直线 
O10s 点 O1 外 侧 的 射线 "; 如 图 3@, > < 71, 其 


可 
的 到 


加 
和 





- 
bo 


二 ® 
图 3 


(2) OO 与 @Os 内 切 , 与 @O1 外 切 
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如 图 3@, r > 7o, 其 圆心 轨迹 是 “直线 
O10 点 Os 外 侧 的 射线 "; 如 图 3 由 7 < 72， 其 
圆心 轨迹 是 “线段 0。4 (不 包含 端点 O。、4)”. 

2. 与 已 知 两 贺 都 外 切 , 或 都 内 切 

这 样 的 加 可 以 作 无 数 个 , 其 圆心 轨迹 是 
“到 定点 Oi、 Oa 的 距离 之 差 等 于 定 长 7T1 一 ro™ 
的 双 曲 线 ( 切 点 除外 ). 

(1) 如 图 3@@, OO 与 601, OO。 都 外 切 , 其 
圆心 轨迹 是 “到 定点 Ol、Os 的 距离 之 差 等 于 
定 长 71 一 722 双 曲线 的 一 支 ( 切 点 4 除外 ). 

(2) 如 图 3@, 60 与 GO1, 00; 都 内 切 , 其 
圆心 轨迹 是 “到 定点 OO1、0Os 的 距 亢 之 差 等 于 
定 长 1 一 72” 双 有 曲线 的 男 一 文 . 

综 上 可 得 : 当 已 知 两 圆 外 切 时 , 与 它们 
都 相 切 的 圆 可 以 作 无 数 个 , 其 圆心 轨迹 是 直 
线 O102 ( 除 点 O1、O2?、4 外 ); 或 是 “到 定点 
O1、0s 的 距离 之 差 等 于 定 长 一 7+o” 的 双 则 
线 ( 切 点 4 除外 ). 

(二 ) 已 知 两 圆 相 交 , 交点 为 4、B 

1. 与 己 知 两 圆 一 圆 外 切 , 一 圆 内 切 

这 样 的 圆 可 以 作 无 数 个 , 其 圆心 轨迹 是 
“到 定点 O1、 Oo 的 距离 之 和 等 于 定 长 TT] 十 ro” 
的 椭圆 (点 4、B 除外 ). 

如 图 4 四 eoO 与 @Oi 内 切 , 与 GO 外 切 ; 
如 图 4 加, OO 与 GOs 内 切 , 与 @O1 外 切 . 

2. 与 己 知 两 圆 都 外 切 , 或 都 内 切 

这 样 的 贺 可 以 作 无 数 个 , 其 圆心 轨迹 是 
“到 定点 OQ1、Os 的 距离 之 差 等 于 定 长 mm 一 7r2” 
的 双 曲 线 . 

OO 与 GO1、E@0Os 都 外 切 , 如 图 4@@, 其 六 
心 轨 迹 是 “到 定点 O1、Os 的 距离 之 差 等 于 定 
长 说 一 ?22 的 双 曲 线 (点 4、 吕 以 外 的 部 分 ). 


人 


- ~ 


ns 


Ei 


hr 
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ooO 与 OOI、@Os> 都 内 切 , 如 图 49, 其 圆 
心思 迹 是 “到 定点 Oi、Os% 的 距离 之 差 等 于 定 
长 71 一 72” 的 双 曲 线 ( 点 4、B 之 闻 的 部 分 ); 如 
图 4, 其 圆心 轨迹 是 “到 定点 OQ1、0Os 的 距离 
之 差 等 于 定 长 71 一 ?2” 的 双 曲 线 田 一文 . 

综 上 可 得 : 当 已 知 两 圆 相 交 时 , 与 它们 都 
相 切 的 图 可 以 作 无 数 个 , 其 圆心 轨迹 是 “到 定 
点 OQ1、0Osz 的 距离 之 和 等 于 定 长 71 十 7r2” 的 李 
圆 {交点 4、B 除外 ); 或 是 “到 定点 OQO1、0Os 的 
距离 之 差 等 于 定 长 mi - rz” 的 双 曲 线 ( 交 氮 ， 
及 、B 除外 ). 

(三 ) 已 知 两 圆 内 切 , 切 点 为 4 

1. 与 已 知 两 加 一 圆 外 切 , 一 圆 内 切 

这 样 的 圆 可 以 作 无 数 个 , 其 圆心 轨迹 是 
“到 定点 OQ1、0O 的 距离 之 和 等 于 定 长 71 十 72” 
的 椭圆 ( 切 点 4 除外 )， 

如 图 5 中， OO 在 OO 内 @O2 外 ,与 OO 
内 切 , 与 GOs 外 切 . 





2. 与 已 知 两 圆 都 内 切 

这 样 的 圆 可 以 作 无 数 个 , 其 圆心 轨迹 
是 “射线 AO1 ( 除 点 Ol;、O2、A4 外 )”. 

Oo 与 GO1、Q@0Os 都 内 切 , 如 图 5@@, ra < 
> 之 71 ,其 圆心 轨迹 是 “线段 010s (端点 O1、 
Os 除外 )”; @o 与 GO 、@O2? 都 内 切 ， 如 图 
5@, ro < 7 < 7, 其 圆心 轨迹 是 “直线 O102 点 
Oi1 的 外 侧 射线 "; OO 与 GOI1、@Os 都 内 切 , 如 
图 5@, 7 < ra < ni, 其 圆心 轨迹 是 “线段 
AO。 (端点 4、Os 除外 )”. 

3. 与 已 知 两 圆 都 外 切 

这 样 的 圆 可 以 作 无 数 个 , 其 圆心 轨 迹 是 直 
线 O10Oz 点 4 外 侧 的 射线 (如 图 5@®). 


8-23 
综 上 可 得 : 当 已 知 两 贺 内 切 时 ， 与 它 
们 都 相 切 的 圆 有 无 数 个 其 圆心 轨迹 是 
“到 定点 O1、 0O» 的 距离 之 和 等 于 定 发 7?] 十 72 
的 椭圆 ( 切 点 4 除外 ); 或 是 “直线 O10Oz (点 Oi、 
O2、4 除外 ). 

(四 ) 已 知 两 圆 内 含 

1. 与 己 知 两 圆 一 圆 内 切 , 一 圆 外 切 

OO 与 O01 内 切 , 与 @Os2 外 切 (如 网 6QD))， 
其 圆心 轨迹 是 “到 定点 O1、Os% 的 距离 之 和 等 
于 定 长 ”十 ”2 的 椭圆 . 





图 6 


2. 与 已 知 两 圆 都 内 切 

OO 与 QO1i 内 切 , 与 GO 内 切 (如 图 6 他 ))， 
其 圆心 轨迹 是 “到 定点 O1、Os2 的 距离 之 和 等 
于 定 长 ri 一 72” 的 椭圆 . 

车 已 知 两 圆 是 同心 加 ,与 GQO1 内 切 , 与 
EO。 外 切 的 贺 ( 如 图 6@@), 其 圆心 饥 迹 是 “以 
O01 的 圆心 ， 全 二 一 为 半径 的 贺 *; 与 GO1、 
GO> 都 内 切 的 加 (如 图 6 防 )， 其 圆心 轨迹 是 
“以 O1 为 圆心 ， 二 为 半径 的 圆 ”. 

综 上 可 得 : 当 两 圆 内 含 对 ， 与 它们 都 
相 切 的 贺 有 无 数 个 其 圆心 轨迹 是 “到 定 
点 OQ1、0Os 的 距离 之 和 等 于 定 长 71 十 7r22 的 椭 
圆 ; 或 是 “到 定点 Oil、Os? 的 距离 之 和 等 于 定 
长 ri -2 的 椭圆 . 当 且 仅 当 两 圆 是 同心 圆 
时 , 与 它们 都 相 切 的 圆 有 无 数 个 , 其 圆心 轨 
迹 是 “以 O 的 圆心 ， 半 二 为 半径 的 贺 ”， 或 
是 “以 Oi 为 圆心 ， 二 为 半径 的 贺 ”. 

二 、 已 知 两 圆 半径 相等 , 与 它们 都 相 切 的 
圆 的 圆心 轨迹 

1. 与 已 知 两 圆 都 外 切 , 或 都 内 切 

无 论 已 知 两 圆 的 位 置 关系 如 何 , 与 它们 都 
外 切 , 或 都 内 切 的 圆 , 其 圆心 轨迹 是 连 心 线 的 
垂直 平分 线 (外 切 时 , 切 点 除外 ; 相交 时 交点 除 
外 ). 

2. 与 已 知 两 圆 一 圆 外 切 , 一 赔 内 切 
(下 转 第 8-34 页 ) 
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答 网 友 问 四 则 
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了 明代 学 者 宋 梁 在 《 送 东阳 马 生 序 》 中 回 
忆 , 年 轻 时 因 蔡 圣贤 的 学 说 , 又 担心 不 能 与 学 
识 渊博 的 老师 和 名 人 交游 , 所 以 前 往 百 里 之 外 ， 
问 同乡 前 辈 求教 . 现在 网 络 的 发 达 , 拉 近 了 人 
与 人 之 间 的 距离 , 交流 和 沟通 变 得 及 时 . 数学 
教育 的 研究 者 很 有 必要 挖掘 网 络 这 一 现代 化 
工具 . 目前 网 络 上 有 很 多 讨论 数学 问题 的 论 
坛 、QQ 群 , 也 有 不 少 人 开 了 博客 , 这 都 为 交流 
数学 问题 提供 了 平台 . 在 网 络 交流 中 , 笔者 获 
益 良 多 , 也 希望 尽 自 己 能 力 帮 助 那 些 有 需要 的 
人 . 本 文 所 要 介绍 的 四 则 问题 , 都 是 在 网 络 讨 
论 中 遇 到 , 笔者 认为 有 一 定 的 借鉴 意义 , 希望 
与 大 家 分 享 , 也 欢迎 大 家 来 笔者 的 博客 交流 . 

问题 1: 为 什么 圆 的 面积 和 周 长 之 间 有 
这 么 厅 妙 的 性 质 : (rr 分 = 27r, 而 正方 形 面积 
的 导数 : (a2)' = 2c, 而 不 是 周 长 4a. 

笔者 当时 的 回答 : 第 一 , 圆 具 有 的 性 质 , 正 
方形 未 必 会 有 , 否则 圆 和 正方 形 还 有 什么 区 
别 ? 第 二 , 某 几何 对 象 是 否 具 有 某 性 质 , 不 能 
随便 下 判断 , 必须 从 该 对 象 的 定义 出 发 , 推导 
而 来 . 链 如 可 以 根据 定义 计算 

in T(r 十 Ar)2 一 T7? 

Ar 一 0 Ar 

= lim (2r7 十 TAr) 一 27r7. 

Ar 到 0 


图 1 


经 过 一 段 时 间 的 思考 , 笔者 认为 可 以 从 一 
个 新 的 角度 看 待 这 一 问题 . 在 圆 中 , 考虑 的 是 
半径 7; 而 在 正方 形 中 , 考虑 的 是 边 长 w, 这 样 
的 类 比 显然 是 不 合适 的 . 如 果 设 正方 形 中 心 
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彭 俞 成 


到 四 边 的 距离 为 >( 图 1)， 则 面积 为 4r2， 周 长 
为 8r, 而 (4r2) = 8r, 这 样 来 看 , 正方 形 和 圆 就 
有 相同 的 性 质 了 . 正如 球 的 体积 和 表面 积 也 存 
在 (Sr) 4rr2, 立方 体 也 有 类 似 性 质 : 设 
立方 体 中 心 到 六 个 面 的 距离 为 r 则 体积 
为 8r5, 表面 积 为 24r2, 而 (8r3)' = 2472， 

在 正方 形 和 圆 之 间 , 我 们 还 可 以 搭 一 
个 桥梁 , 就 是 正 多 边 形 ， 如 图 2, 设 正 久 边 
形 中 心 到 边 的 距离 为 r 则 面积 为 3 .p27. 

80° 180° 





1 _ 
tan 一 .Nn, 周 长 为 2rtan 一 一 . n， 而 
1 心 f 心 
(2rtan 一 nm — 2rtan J - 多。 
2 1 nn 
D 
EB C 
A F 8B 
图 2 


有 反思: 这 个 问题 , 在 网 上 求助 的 人 很 多 . 之 
所 以 得 不 到 完美 的 解答 , 还 是 因为 类 比 没有 抓 
住 贺 和 正方 形 的 共通 点 . 

问题 2: 一 位 高 中 生 在 QQ 群 里 问 : 为 什 
么 组 合 数 Ck 总 是 整数 ? 

这 是 个 问题 吗 ? 从 组 合 数 的 定义 就 可 以 
看 出 : 从 nn 个 不 同 元 素 中 取出 k(k < n) 个 元 素 
的 所 有 组 合 的 个 数 , 叫做 从 nw 个 不 同 元 素 中 取 
出 k 个 元 素 的 组 合 数 , 此 处 的 个 数 自然 就 是 整 
数 啊 . 
这 样 的 回答 ， 高 中 生 并 不 满意 . 他 和 希 
望 笔者 能 从 Ck = Gi 一 1 着手 证 明 . 他 
间 : ”把 分 子 分 母 同 时 约 去 加 ， 能 否 说 明 
人 一 他 十 切 是 站 数 : 
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考虑 到 Cu = Cn 所 以 仅 研 究 2k > 
?的 情况 找 一 些 基 体例 子 作 尝 试 C4 


7: 
5 5 6 一 
1.2.3: “8 1. 7 3 C9 1 3.3.4 C0 
10.9.8.7 
hd Fm 
1 aaa ,没有 发 现 规 律 . 


几经 思 案 , 笔者 放弃 了 这 种 思路 ， 从 杨 
涟 三 角 和 数学 归纳 法 的 角度 思考 ，Ck = 
C*-] 十 CK_j, 而 打头 的 C9 = 1, Cl = 1, 都 是 
整数 . 整数 相 加 总 是 整数 , 结论 自然 就 清楚 了 . 

反思 : 很 多 事情 , 我 们 平时 是 忽略 了 的 . 
看 似 理所当然 , 而 当 正 式 作 为 问题 提出 的 时 候 ， 
却 未 必 能 很 好 地 解释 . 

问题 3: ”求证 6 整除 n(n 十 1)(2n 十 二. 

这 不 是 很 简单 的 问题 吗 ? 因为 12 十 22 十 
32 寺 .二 12 二 2 如 十 四 (2 十 蕊 而且 我 们 有 
理由 猜测 出 题 人 就 是 从 这 个 公式 想到 这 个 问题 
的 . | 

可 求助 的 人 是 一 位 初中 数学 老师 , 他 接着 
问 : 如 何 用 初中 生 能 够 接受 的 方法 证 明 此 公式 
呢 ? 

这 让 人 陷入 尴 众 境地 . 因为 证 明 12 十 22 十 
32 4+... 二 n2 二 ?m+ 中 2n+ 让 求证 6 下 


除 n(n 十 1)(2n 十 1) 复杂 , 还 不 如 直接 去 证 原 命 
题 . 


证 明 : n(n 十 1)(2n + 1) 中 含有 n(n 十 
1)， 两 个 相 邻 自然 数 相 乘 ， 必 能 被 2 整除 . 
而 n(n 十 1)(2n 十 1) 可 写成 222n + D2n+ 2 
分 子 是 三 个 连续 自然 数 相 乘 , 必 能 被 3 整除 ， 
而 2 和 3 互 质 , 所 以 n(n 十 1)(2n 十 1) 能 被 3 整 
除 . 综 上 , n(n 十 1)(2n 十 1) 能 被 6 整除 . 

换 种 思路 : 若 nn 或 n 十 1 能 被 3 整除 ， 人 
是 好 . 若 m 和?m 十 1 都 不 能 被 3 整除 , 那么 
2 肯定 能 被 3 整除 , 则 2n+1=(3n2. 廿 3) 一 (nt 
2) 也 能 被 3 整除 ,所 以 n(n 十 1)(2n+1) 能 被 3 整 
除 . 

反思 : 面 对 问 题 , 人 出 于 本 能 , 总 是 习惯 用 
最 熟悉 的 方式 去 解决 . 但 有 时 问题 偏偏 还 有 其 


数学 教学 


.8-25 


他 限制 , 这 就 需要 我 们 另 想 他 法 . 刚 开 始 , 也 许 
会 觉得 自己 最 擅长 的 功夫 没 用 上 , 有 点 不 自然 . 
而 当 我 们 把 问题 解决 之 后 , 会 感到 另辟蹊径 也 
别有一番 天 地 . 这 也 再 一 次 证 明了 在 教学 过 程 
中 , 考虑 学 生 的 已 有 基础 是 多 么 重要 , 没有 充 
分 考虑 提问 者 的 已 有 基础 , 你 给 出 再 漂亮 的 解 
答 也 是 无 用 . 下 面 的 问题 4 也 是 如 此 . 

问题 4: 在 锐角 三 角形 中 , 求证 : cos B 十 
cos C < 2sin 一 . 

这 用 和 差 化 积 不 是 显然 的 吗 ? 


B 
cos BecosC = 2cos +C 








COS 
一 人 扫 2sin 4 
可 偏偏 这 道 题 出 现在 初中 的 竞赛 书 上 . 
证 明 :” 当 LB = LC 时 , 命题 显然 成 立 . 
下 面 不 妨 设 ZB < LC， 如 图 3, 设 AD、 
AE 分 别 是 三 角形 的 高 和 角 平 分 线 ，AF 
AC, OF ADFG, FHLAD, 则 2sin 
FC FG CC FH DC 


AC™ AC1AC~> AF 1 AG 
COS CO. 





= 2sin 人 COS 


| 


二 CO0S B+ 


B E DC 


图 3 


反思 : 问题 3 和 问题 4, 用 高 中 的 方法 显然 
容易 很 多 , 这 样 的 题 也 往往 被 一 些 人 定位 是 高 
中 数学 题 . 但 我 们 也 必须 看 到 , 确实 存在 初中 
生 能 够 理解 和 接受 的 讲法 . 这 给 我 们 提示 : 同 
一 个 问题 , 讲 的 方式 不 同 , 结果 可 能 大 不 一 样 . 
希 尔 伯 特 认为 , 真正 的 数学 大 师 是 能 向 偶然 在 
乡间 小 道 遇 见 的 农夫 讲 清楚 什么 是 微 积分 的 
人 . 这 样 的 高 目标 , 一 般 人 是 难以 达到 的 . 但 于 
笔者 , 虽 不 能 至 , 然 心 向 往 之 . 
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为 什么 称 未 知 数 为 “元 ”? 
200241 华东 师范 大 学 数学 系 ” 汪 晓 勤 
数学 教学 中 , 我 们 常会 直到 两 种 “为 什么 ”， T3: 一 直 把 它 作 为 专用 名 词 , 真 没 考 虚 过 


一 是 逻辑 上 的 “为 什么 ”, 如 :"“ 为 什么 等 腰 三 角 
形 两 底 角 相等 *"、“ 为 什么 三 角形 内 角 和 等 于 
两 个 直角 ”、 “为 什么 V2 是 无 理 数 * 等 , 对 于 这 
类 “为 什么 ”, 我 们 可 以 通过 逻辑 推理 的 手段 
来 解决 ; 二 是 历史 上 的 “为 什么 ”， 如 : “为 什么 
要 将 圆 分 成 360 等 分 , 每 一 等 分 所 对 圆心 角 
为 1 度 ”、 “为 什么 平面 直角 坐标 系 将 平面 所 分 
成 的 四 个 部 分 叫 ' 象 限 :”、 “为 什么 称 无 限 不 循 
环 小 数 为 无 理 数 ”等 等 , 对 于 这 类 “为 什么 ”, 逻 
辑 的 手段 不 下 有效, 只 有 通过 历史 知识 才能 解 
决 . 

那么 , 面 对 “ 历 史上 的 为 什么 ”, 教师 持 何 
种 反应 ? 这 类 "为 什么 ”会 引起 教师 怎样 的 反 
思 ? 为 了 回答 上 述 问题 , 笔者 在 上 海 市 十 二 五 
市 级 共享 课程 “数学 史 与 数学 文化 "的 BBS 讨 
论 区 , 发 了 这 样 一 则 帖子 : 

最 近 , 去 某 中 学 交流 , 一 位 资深 数学 教师 
告诉 笔者 : 学 生 在 课堂 上 问 一 位 年 轻 教 师 : 为 
什么 未 知 数 叫 “jE”? 教师 答 : 大 概 因 为 古人 认 
为 “天 圆 地 方 * 呐 ! 如 果 是 你 , 如 何 向 学 生 解 
释 ? 

多 少 有 些 出 乎 意料 , 这 个 问题 引起 了 在 线 
教师 的 热烈 讨论 . 

1. 教师 对 “为 什么 未 知 数 叫 ' 元 ”的 反 
应 

为 什么 未 知 数 叫 “7F"? 这 是 一 个 典型 
的 “历史 上 的 为 什么 *. 在 线 的 教师 都 表示 从 
没有 想 过 这 个 问题 . 以 下 是 部 分 教师 的 反应 . 

T1: 这 个 问题 真有 意思 . 说 实话 , 教 了 那 
么 多 年 的 数学 , 从 没 想 过 这 个 问题 , 也 没 学 生 
问 过 我 . 

T2: 如 果 学 生 问 我 , 还 真 回答 不 出 来 . 教 
学 过 程 中 , 总 想 着 如 何 让 学 生 易 于 理解 , 但 却 
忽略 了 名 词 本 身 的 解释 , 值得 反思 . 


为 什么 , 也 真 没有 学 生来 问 过 , 看 来 自己 的 数 
学 史 功 底 很 不 够 , 缺乏 了 一 种 追根 溯源 的 追问 
精神 . 

T4: 这 个 问题 从 来 都 没有 思考 过 , 看 到 这 
个 问题 的 时 候 自己 也 纳闷 , 看 来 真 的 是 活 到 老 ， 
学 到 老 . 

T5: 从 来 没有 考虑 过 为 什么 这 么 说 , 就 像 
1 十 1 二 2 一 样 , 认为 是 理 所 应 当 . 

在 线 教师 给 出 的 解释 大 致 有 以 下 几 类 : 

全 古 时 候 常 用 通 假 字 , 而 “元 " 通 “ 源 ”, 解 
方程 其 实 就 是 “ 追 本 济源 ”. 这 一 解释 来 自 百度 . 

全 “元 ”也 就 是 变量 , 一 元 方程 含 一 个 变量 ， 
二 元 方程 含 两 个 变量 . 这 一 解释 也 来 自 百 度 

全 符 号 代数 的 创始 人 韦 达 曾 用 元 音字 和 母 
和 A、E、I 等 表示 未 知 数 , 故 未 知 数 叫 “7C”. 

全 “7t”* 是 个 量词 , 与 “一 元 钱 "、“ 二 元 钱 ” 
中 的 “元 >” 相 类 似 . 

全 “元 "是 明代 徐光启 翻译 《几何 原本 》 时 
创 用 的 一 个 数学 术语 ， 

全 “元 "是 从 日 本 传 入 中 国 的 一 个 数学 术 
语 . 

全 “元 ”不 过 是 人 们 约定 俗 成 的 一 个 数学 
术语 . 

所 有 上 述 解 释 都 不 是 用 “jC” 表示 未 知 数 
的 真正 原因 . 认同 第 一 种 解释 的 教师 最 多 ， 
其 中 一 位 教师 写 道 : “百度 来 的 , 有 问题 找 百 
度 !1” 可 见 , 中 学 数学 教师 在 遇 到 疑难 问题 时 ， 
过 于 依赖 网 络 , 对 于 网 上 所 说 是 否 正确 , 缺乏 
正太 

. 用 “元 ”表示 未 知 数 的 历史 

实际 上 用 "元 ”这 个 字 表 示 未 知 数 , 源 于 
我 国 宋 元 时 期 的 天 元 术 ， 所 调 天 元 术 , 就 是 在 
解 代 数 问 题 时 , 先 “* 立 天 元 一 为 菜 某 ”， 再 根据 
题 设 条 件 , 建立 等 式 , 最 后 通过 移 项 、 合 并 同 
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类 项 , 得 到 一 个 方程 .“ 立 天 元 一 为 某 某 ”, 就 是 
我 们 现在 的 “ 设 某 某 为 2. 

今天 我 们 所 能 见 到 的 天 元 术 著 作 , 只 有 
李 治 (1192 一 1279) 的 《 测 圆 海 镜 》 和 《 益 古 演 
段 》、 朱 世 杰 (1249 一 314) 的 《 算 学 启蒙 》 和 
《四 元 玉 鉴 》. 我们 以 《 测 圆 海 镜 》 卷 二 最 
后 一 题 为 例 : “或 问 : 出 西门 南 行 四 百 八 十 
步 有 树 ， 出 北 门 东 行 二 百 步 见 之 . 问 城 径 几 
何 ? ”《 测 圆 海 镜 》 全 书 共 含 170 个 问题 , 均 围 
统 “ 勾 股 容 圆 ? 而 设 , 即 都 与 直角 三 角形 内 切 圆 
有 关 . 这 里 , 西门 、 北 门 是 指 圆 城 的 西门 、 北 
门 . 李 治 给 出 的 解 题 过 程 是 山 ;: 

“《 立 天 元 一 为 半径 . 置 南 行 步 在 地 ,内 减 天 


元 半径 ,得 |i, 为 股 国 差 . 又 置 乙 东 行 步 在 


地 , 内 减 天 元 , 得 下 式 |iod|, 为 勾 国 差 . 以 匀 国 
差 增 习 股 园 差 ， 得 |，zs 史 ， 为 半 段 黄 方 堆 ， 即 城 


索 之 半 也 , 又 置 天 元 窜 以 们 之 , 得 [1 二, 亦 为 半 
段 黄 方 宗 . 与 左 相 消 , 得 |. 菩 |. 如 法 开 之 , 得 半 
和 经 , 合 问 .” 

以 上 我 们 看 到 的 就 是 “ 原 汁 原味 "的 天 元 
术 . 易于 用 今天 的 代数 语言 对 上 述 解 题 过 程 
作出 解释 .如 图 1, 设 圆 城 半径 为 z, 则 AE = 


AE GF 


得 (480 一 z)(200 一 Zz) = 2z2, 即 z2 一 680z 十 
96000 = 2z2, 移 项 相 消 后 得 方程 ~-z2 一 680z 十 
96000 = 0. 





4 [i 
图 1《 测 圆 海 镜 》 中 的 贺 城 问题 


从 李 冶 的 天 元 术 解 题 过 程 可 见 , 多 项 式 
的 写法 是 : 只 列 出 各 项 系数 , 按 究 的 次 数 从 
低 到 高 的 顺序 , 由 下 至 上 排列 ， 一 次 项 系数 
旁 标 一 “元 " 字 ( 有 时 也 在 常数 项 旁 标 一 “大 ” 
字 ),， 上 面 依次 为 二 次 项 系数 , 三 次 项 系数 ， 
等 等 , 而 下 面 为 常数 项 . 例如 , 图 2( 采 自 《 测 
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圆 海 锐 》 卷 六 ) 表 示 的 就 是 三 次 多 项 式 4x3 一 
1484x2 十 270080z 一 10444800 (注意 , 斜 杠 表 示 
负 号 ). 方程 总 是 化 成 右边 等 于 零 的 形式 , 因此 
只 需 写 出 左边 的 多 项 式 ; 只 不 过 此 时 不 再 出 
现 “ 元 ? 字 , 因为 最 下 面 一 个 数 总 是 常数 项 , 不 
会 产生 歧义 . 


山 
一 川 圭 山 


二 和 OO 坟 O 元 
| OO 三 州 三 矿 OO 
图 2 三 次 多 项 式 的 表示 法 


朱 世 杰 在 《四 元 玉 鉴 》 中 将 天 元 术 拓 广 
为 四 元 术 , 除了 天 元 , 又 引入 地 元 、 人 元 、 物 
元 , 用 以 解决 多 元 高 次 方程 组 . 

清末 ， 李 善 兰 (1811~1882) 和 伟 烈 亚 力 
(1815 一 1887) 合 译 炎 国 数 学 家 德 麻 根 (A.de 
Morgan，1806 一 1871) 的 《代数 学 》, 创 用 "多 
元 一 次 方程 > 这样 的 术语 四， 该 术语 是 西方 数 
学 术语 与 中 国 传统 数学 术语 完美 结合 的 典范 . 
在 《代数 学 》 和 另 一 部 微 积 分 教材 《 代 微 积 拾 
级 》 中 ,， 李 善 兰 用 “天 、“ 地 ”"、“ 人 ”、“ 物 ”分 
别 代 蔡 英文 字母 x、y、z、w (前 二 十 二 个 字母 
分 别 用 天 干 地 支 来 代替 ), 于 是 ,“ 天 ”、“ 地 ?”、 
“人 ”、“ 物 ”成 了 表示 未 知 数 的 符号 , 而 “元 ” 即 
为 未 知 数 的 统称 , 

从 上 面 的 历史 考察 可 以 看 出 , 用 “元 ”表示 
未 知 数 , 实 源 于 天 元 术 , 追 本 济源 之 说 虽 貌 似 
有 理 , 实 属 腾 测 ;“ 元 ”这 一 称谓 并 非 舶 来 品 , 亦 
非 约 定 俗 成 , 与 元 音字 和 母 更 是 风 马 牛 不 相 及 . 





”教师 对 于 “元 ”的 错误 解释 , 或 对 于 网 上 说 法 的 


盲从 , 源 于 数学 史 知 识 的 缺失 . 

3. 未 知 数 在 国外 的 称谓 和 表示 法 

在 关于 “元 ”的 词 源 的 讨论 过 程 中 , 有 教师 
还 提出 这 样 的 问题 :“ 外 国人 管 未 知 数 叫 什么 


呢 ? 他们 有 没有 特别 的 称谓 ? ” 


在 今天 的 英文 中 , 与 “未 知 数 ”对 应 的 术 
语 是 unknown numbers, 一 般 用 zz 来 表示 . 但 
是 , 在 历史 上 , 不 同 国 家 或 地 区 确 有 不 同 的 
未 知 数 称 调 或 表示 法 .古代 印度 数学 家 准 
罗 麻 笈多 (Brahmagupta，598 一 670) 和 北 什 迦 
罗 (Bhaskara，1114 一 1185) 等 用 栖 文 中 不 同 颜 
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色 名 的 首 音节 来 表示 不 同 未 知 数 回 . 阿拉 伯 数 
学 家 花 拉 子 米 (Al-Khwarizmi,780~850) 称 未 
知 数 为 “ 物 " 或 “ 根 ”. 我 们 来 看 他 的 《代数 学 》 
中 的 一 个 问题 :“ 将 10 分 成 两 部 分 , 各 自习 所 
得 乘积 之 和 等 于 58.” 花 拉 子 米 的 解法 如 下 : 

“ 设 其 中 一 部 分 为 物 , 则 另 一 部 分 为 10 减 
物 . 将 10 减 物 自 乘 , 得 100 加 1 平方 减 20 物 , 将 
物 乘 以 物 , 得 1 平方 . 将 两 个 乘积 相 加 , 得 100 
加 2 平方 减 20 物 , 等 于 58.…-…: 得 21 加 1 平方 
等 于 10 物 .” 四 

12 世 纪 ， 英国 学 者 罗伯特 (Robert of 
Chester) 将 花 拉 子 米 的 著作 译 成 拉丁 文 ， 传 
入 欧洲 . 罗伯特 将 “ 物 ” 谋 为 res. 13 世纪 初 , 斐 
波 纳 契 在 《计算 之 书 》 中 完全 沿用 了 “ 物 ” 这 一 
称谓 . 如: 

“将 10 分 成 两 部 分 , 使 其 平方 和 为 62- 设 
第 一 部 分 为 物 ， 自 乘 得 平方 . 第 二 部 分 为 10 
减 物 ，,..... 自 乘 得 100 加 平方 减 20 物 . 加 上 
第 一 部 分 的 平方 , 得 100 加 2 平方 减 20 物 等 于 
62= 第 纳 尔 …… > 加 

14 世 纪 , 意大利 作者 将 拉丁 文 res 译 成 
意大利 文 cosa， 从 此 ， 代 数学 被 称 为 “ 物 术 ” 
(regola della cosa), 与 中 国 的 天 元 术 异 曲 同 
工 . 15 一 16 世纪 ,“ 物 术 ” 相 继 传 入 德国 、 法 国 
和 英国 , cosa 又 被 译 成 coss. 

为 什么 我 们 今天 常用 zx 来 表示 未 知 数 ? 学 
术 界 有 多 种 解释 . 

外 西班牙 语 起 源 说 : 阿拉 伯 语 中 ,“ 物 ”发 
音 shay, 译 成 西班牙 文 , 就 是 xay, 简写 后 就 成 
了 今天 的 x. 法 国 初 中 数学 教材 采用 此 说 . 

全 拉丁 语 起 源 说 : 拉丁 语 res 前 两 个 字母 
re 的 草 写 , 成 了 15 世纪 德 国 数 学 手稿 中 末 知 数 
的 符号 “EE”. 该 符号 为 16 世 纪 德 、 法 、 英 三 
国 的 有 关 作 者 所 沿用 . 这 个 符号 演变 后 , 就 成 
了 今天 的 z. 

@@ 笛 卡 儿 发 明说 : 解析 几何 学 的 发 明 者 之 
一 笠 卡 儿 在 《几何 学 》 中 用 字母 表 中 前 几 个 
字母 (如 a,，b, ec) 表示 已 知 数 , 后 几 个 字母 (如 
X,Yy, Zz) 表示 未 知 数 . 但 该 书后 半 部 分 , z 比 Y 
和 >z 出 现 得 更 频繁 . 一 个 故事 说 : 《几何 学 》 还 
在 排版 的 时 候 ( 那 时 候 用 的 是 活字 印刷 术 )， 印 
刷 考 发 现 , 由 于 yy 和 >z 的 使 用 频率 比 z 高 的 缘 
故 ， 馈 字 y 和 和 z 不 够 用 了 , 他 河和 负 卡 儿 , 使 用 
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Xx、y、zZ 中 的 不 同 字 母 来 表示 方程 中 的 未 知 
数 , 意义 上 是 否 有 差别 , 笛 卡 儿 回 答 说 : 随便 使 
用 三 者 中 的 哪 一 个 , 并 没有 差别 . 于 是 , 印刷 着 
就 放心 地 频繁 使 用 铝 字 zx 了， 

美国 数学 史家 卡 约 黎 (F. Cajori，1859 一 
1930) 认为 , 除了 笛 卡 儿 发 明说 , 其 他 解释 都 没 
有 依据 四 . 

4. 教师 的 反思 

“元 ”的 词 源 问题 引起 很 多 在 线 教师 的 深 
入 反思 , 主要 包括 以 下 四 个 方面 . 

4.1 关于 本 问题 性 质 的 认识 

讨论 过 程 中 , 教师 意识 到 所 讨论 的 问题 属 
于 “历史 上 的 为 什么 ”， 只 有 通过 数学 史 才 能 解 
决 . 

T6: 要 找 出 这 个 问题 的 答案 来 , 的 确 得 从 
数学 史 的 角度 去 研究 . 老师 课堂 上 提出 这 个 问 
题 , 让 学 生 课 后 自行 探索 和 发 现 会 更 好 . 

T7: 通过 这 个 问题 的 讨论 , 我 感到 教 数学 
就 必须 要 对 数学 史 与 数学 文化 有 一 个 比较 全 面 
的 了 解 , 这 样 才能 对 一 些 概念 的 来 龙 去 脉 有 所 
认识 , 才能 在 教学 过 程 中 回答 学 生 有 关 数 学 史 
的 有 趣 问 题 . . 

4.2 关于 数学 史 教 育 价值 的 认识 

一 些 教 师 意识 到 数学 史 的 德育 价值 ; 另 一 
些 教 师 则 指出 , 数学 史 能 够 激发 学 生 的 学 习 兴 
趣 ; 提出 “历史 的 为 什么 ”, 可 以 激发 研究 兴趣 ， 
甚至 改变 他 们 的 数学 观 . 

T8: 我 们 教材 里 的 许多 概念 名 词 , 都 是 译 
名 , 是 译 者 从 无 到 有 创造 的 , 不 少 名 词 都 出 自 
徐光启 和 利 玛 窦 翻 译 的 《几何 原本 》. 比如: 
点 、 线 、 直 线 、 平 行 线 、 曲 线 、 角 、 直 角 、 锁 
角 、 和 钝 角 、 三 角形 等 , 其 中 大 多 沿用 至 今 , 这 
些 译 名 大 家 都 觉得 十 分 恰当 , 并 且 还 影响 了 日 
本 、 朝 鲜 各 国 . 在 课 党 上, 这 样 的 介绍 一 定 可 
以 提高 学 生 的 民族 自豪 感 . 我 们 常常 觉得 在 数 
党课 痊 里 渗透 两 纲 教育 很 难 , 其 实 , 只 要 做 个 
有 心 人 , 就 可 以 去 贯彻 教育 方针 . 

T9: 通过 BBS 的 讨论 ,我 深刻 体会 到 
了 “了 解 历 史 的 变化 是 了 解 这 门 科 学 的 一 个 
步骤 ”, 在 初中 数学 数学 中 , 教师 要 有 意识 地 滩 
透 数 学 文化 史 , 让 学 生 觉 得 数学 不 仅仅 是 为 了 
解 题 ,还 有 很 多 有 趣 的 内 容 ， 从 而 使 学 生 痪 欢 
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数学 、 学 好 数学 . 作为 教师 , 我 现在 需要 做 的 
是 对 数学 史 有 进一步 的 理解 与 探究 . 

4.3 关于 教材 和 教 参 中 的 数学 史 

不 少 教 师 就 数学 史 知 识 , 对 教材 和 教 参 提 
出 自己 的 建议 . 

T10: 如 果 教 参 用 一 句 话 提醒 我 们 教师 关 
注 此 类 问题 , 也 许 就 能 让 更 多 的 教师 注意 到 数 
学 史 的 意义 . 上 海 现行 初中 数学 教材 , 关于 数 
学 史 和 数学 文化 有 所 涉及 , 但 内 容 极 少 , 如 八 
年 级 下 第 138 页 , 在 代数 方程 一 市 的 第 一 页 , 提 
到 《 九 童 算术》 中 有 方程 章 , 总 共 不 到 50 字 . 
教材 编写 者 有 必要 多 同学 生 提 供 一 些 数 学 忠 知 
识 片 段 . 

TT11: 教材 中 数学 史 内 容 呈 现 方 式 单一 ， 
主要 以 数学 家 简介 和 “阅读 材料 ”的 形式 出 现 . 
这 部 分 内 容 在 师 生 了 眼 里 只 是 补充 材料 , 可 学 可 
不 学 , 可 看 可 不 看 . 结果 , 常常 牺牲 了 这 些 数学 
史料 在 数学 课 上 应 有 的 地 位 和 价值 . 建议 专家 
们 为 中 学 编写 有 关 数 学 史 教 材 , 供 教师 开设 选 
修 课时 使 用 . 

4.4 关于 教师 的 数学 文化 素养 

教师 们 都 感到 自己 数学 文化 素养 的 不 足 . 

T12: 去 年 刚刚 教 过 一 元 一 次 方程 , 我 只 
知道 “元 ”是 未 知 数 的 意思 .， 细 细 想 来 , 其 实 专 
业 的 数学 教师 要 与 其 他 懂 数 学 的 不 同 . 非 专业 
数学 教师 按照 教科 书 照 本 宣 科 也 能 教 孩子 数学 
知识 , 而 我 们 专业 数学 教师 需要 有 更 高 的 追求 . 
数学 文化 素养 的 提升 便 是 其 中 之 一 . 

T13: 我 们 教师 对 教材 体系 中 的 “ 隐 性 数学 
文化 "知之 甚 少 . 大 部 分 教师 只 知道 概念 、 法 
则 、 公 式 , 但 对 于 数学 思想 方法 、 数 学 常识 、 
数学 渊源 等 隐 性 文化 知识 知之 甚 少 . 所 以 我 要 
通过 这 次 墙 训 学 习 , 补 上 这 一 课 . 

5. 若干 启示 

通过 对 “为 什么 来 知 数 叫 元 ”这 个 问题 的 
讨论 , 我 们 得 到 请 多 启示 . 

鲁 数 学 史 在 中 学 的 境遇 是 “高 评 价 、 低 应 
用 ”, 究 其 原因 , 除了 数学 教师 数学 史 知 识 共 乏 
外 , 教师 未 能 感受 到 数学 史 的 需求 , 也 是 不 可 
忽视 的 原因 . 这 类 “历史 上 的 为 什么 ”能 让 教师 
深切 感受 到 数学 教学 与 数学 史 之 间 无 法 割裂 
的 联系 , 感受 到 自身 数学 史 素 养 的 不 足 , 从 而 
产生 学 习 数 学 史 的 动机 . 虽然 数学 史 课 程 在 教 
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$8—29 
师 培 训 中 已 点 有 一 席 之 地 , 但 要 改善 培训 效果 ， 
就 必须 在 教学 中 加 强 历 史 与 教育 之 间 的 关联 . 

全 数学 教材 虽 有 数学 史 阅 读 材料 , 但 这 些 
材料 所 发 挥 的 作用 十 分 有 限 . 其 原因 之 一 是 它 
们 并 未 针对 “历史 上 的 为 什么 ”来 编写 . 虽然 教 
材 提 到 了 代数 学 的 历史 , 但 教师 仍 对 “元 ”的 词 
源 一 无 所 知 ; 虽然 教材 中 介绍 了 无 理 数 的 由 来 ， 
许多 教师 仍 将 无 理 数 理解 为 “没有 道理 "*"、“ 非 
理性 ?或 “没有 秩序 "的 数 ; 虽然 教材 介绍 花 拉 
子 米 的 《代数 学 》, 但 教师 对 “代数 学 ”的 词 源 
同样 不 其 了 了 . 因而 阅读 材料 很 少 真正 解决 教 
师 在 教学 中 过 到 的 难题 或 他 们 感 兴趣 的 问题 . 

便 宋 元 时 期 的 天 元 术 对 于 一 名 专业 数学 
史 研 究 者 来 说 , 不 过 是 个 常识 , 可 在 中 学 数学 
教育 界 却 鲜 为 人 知 . 因此 , 需要 我 们 在 数学 史 
书 帝 和 数学 课堂 之 间架 起 一 座 桥 梁 . 研究 和 传 
播 教育 取向 的 数学 史 , 编写 相关 培训 教材 , 加 
强大 学 与 中 学 之 间 的 交流 与 合作 , 理应 成 为 未 
来 HPM 研究 工作 的 重要 组 成 部 分 . 
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共 线 三 点 的 圆锥 曲线 
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我 们 知道 , 过 不 共 线 三 点 确定 唯一 一 个 圆 . 
那么 自然 会 想到 , 过 不 共 线 的 三 点 有 多 少 个 椭 
圆 、 双 曲线 和 抛物 线 ? 本 文 试 图 给 这 个 问题 做 
出 解答 . 

我 们 首先 来 解决 抛物 线 的 问题 . 

结论 1: 设 A(z1,Y1)、B(zx2,y2)、C(x3,y8) 
是 直角 坐标 系 zO0g 中 不 共 线 的 三 点 ， 且 它 
们 的 模 化 标 互 不 相同 , 则 有 唯一 的 抛物 线 
Y = 二 ax? 十 br 十 Cc 经 过 A、B、C 三 点 . 
证 明 : 设 y = az2 十 和 十 c 过 4、 巨 、C 三 
azZ? 十 bz1 十 c= 1， 
点 , 则 可 得 到 方程 组 | az22 二 bz2 十 Cc 二 Yo， 其 


az3 + bx3 + c= ys, 





74 TX1 1 
系数 行列 式 D = | z2 zy 1 | 是 一 个 三 阶 范 
3 2Z3 1 
德 蒙 行列 式 (参见 [2, P116]), 所 以 
D= 一 (2Z3 一 Z2)(73 一 Z1)(Z2 一 2Z1). 
由 己 知 条 件 可 得 DD 关 0, 所 以 上 述 方程 组 
yi 2Z1 1 
有 唯一 解 . 又 因为 D。= | y。 x。 1 |, 由 已 
ys ws 1 








知 A、B、C 三 点 不 具 线 可 得 D。 关 0( 参 见 
,P90-100]), 由 克 著 姆 法 则 得 a = 人 3 六 0 
所 以 存在 唯一 的 抛物 线 y = az2 二 pz 十 c 经 
过 A、B、C 三 点 , 结论 1 得 证 . 

由 结论 1 可知, 任意 给 定 不 共 线 的 三 点 ， 
只 要 所 建 直 角 坐 标 系 zOy 的 y 轴 与 任 两 点 的 
连 线 不 平行 , 就 可 以 得 到 唯一 的 一 条 对 称 轴 
与 y 轴 平 行 的 抛物 线 经 过 这 三 点 .这样 , 对 于 
给 定 的 不 在 一 直线 上 的 三 点 , 以 及 任意 给 定 的 
对 称 加 的 方向 , 如 果 这 一 方向 与 三 点 中 任 两 点 
的 连 线 方向 不 一 致 , 就 可 选取 平行 于 所 给 方向 


的 直线 作为 y 轴 , 以 垂直 于 它 的 直线 作为 z 轴 
建立 直角 坐标 系 , 由 结论 1 知 , 此 时 存在 唯一 的 
抛物 线 经 过 这 三 点 , 且 对 称 轴 平 行 于 给 定 的 方 
向 . 由 此 我 们 得 到 : 

结论 2: 对 于 任意 给 定 的 不 在 一 直线 上 的 
三 点 以 及 任意 给 定 的 方向 , 只 要 该 方向 不 是 这 
三 点 中 任 两 点 的 连 线 方向 , 就 恰 存 在 唯一 的 以 
该 方向 为 对 称 轴 方 向 的 抛物 线 经 过 这 三 点 . 因 
此 , 经 过 不 共 线 的 三 点 , 存在 无 数 条 抛物 线 . 

我 们 再 来 考虑 椭圆 的 情况 . 我 们 有 : 

结论 3: 给 定 平面 上 不 共 线 的 三 点 4、 
B、C, 任意 给 定 长 、 短 轴 方 向 而、 下, 其 中 
页 上 束 , 以 及 长 、 短 轴 的 长 度 之 比 大 (其 中 大 > 
1), 则 存在 唯一 满足 上 述 对 称 轴 方 向 和 长 度 比 
的 椭圆 经 过 A4、B、O 三 点 . 

证 明 : 我 们 以 平行 于 方向 加 、 芭 的 两 
条 直线 建立 平面 直角 坐标 系 zOy, 不 妨 设 
A(z1;)、B(7z2,y2)、C(z3,ys) 三 点 个 共 线 ， 
定义 仿 射 变 换 w : { 了 二 多 (h > 1 为 党 
数 ), 则 2 是 一 个 可 逆 的 线性 变换 ， 且 将 直角 
坐标 平面 zOy 变 成 直角 坐标 平面 zxOyY'( 平 
面 z'OyY' 是 指 平面 zxOy 上 任意 一 点 已 (z,z 妇 经 
过 变换 后 得 到 的 点 Pr(z',) 组 成 的 平面 )， 在 
直角 坐标 平面 zx'Oy 中 , 有 唯一 的 圆 M' 经 过 
点 4、B'、C'( 易 证 这 三 点 也 不 共 线 ). 不 妨 设 
圆 M' 的 方程 为 (z' 一 a)? 十 (y 一 5)? = 72, 则 
由 ww 的 可 道 性 可 知 : 在 直角 坐标 平面 zwOvy 上 ， 
有 唯一 的 曲线 M 经 过 4、B、C 三 点 ， 其 中 ， 
曲线 M 的 方程 是 (z - oj2 ++ (ky 中 = 72, 


Hs 


72 
好 


所 以 曲线 凡是 一 个 长 、 短 轴 平 行 于 坐标 


2 
此 方程 可 以 化 为 名 三 全- + 
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轴 ( 即 给 定 的 长 、 短 轴 方 向 加、 又 ), 且 长 、 
短 轴 之 比 恰好 为 k 的 一 个 椭圆 , 这 个 籽 圆 经 
过 A、B、C 三 点 . 当 我 们 改变 长 、 短 轴 方 
向 由 、 吕 或 者 大 的 值 时 , 就 可 以 得 到 无 数 个 椭 
圆 经 过 A、B、C 三 点 . 由 此 我 们 得 到 : 

结论 4: 对 于 任意 给 定 的 不 在 一 直线 上 的 
三 点 以 及 任意 给 定 的 对 称 轴 方 向 和 长 短 轴 之 
比 , 存在 唯一 的 以 该 方向 为 对 称 轴 方 向 、 且 具 
有 给 定 长 短 轴 比 的 椭圆 经 过 这 三 点 . 因此 , 经 
过 不 共 线 的 三 点 , 有 无 数 个 椭圆 . 

最 后 我 们 来 考虑 双 曲 线 的 情况 . 我 们 首先 
来 考虑 等 轴 双 曲线 的 情况 . 

结论 5: 对 于 给 定 平面 上 不 共 线 的 三 点 
A、B、C， 以 及 给 定 的 浙 近 线 方向 页、 避 ， 
QlLd2, 且 4、B、C 中 任 两 点 的 连 线 与 页、 
束 不 平行 , 则 存在 唯一 的 以 下 、 驳 为 渐 近 线 
方向 的 等 轴 双 曲线 经 过 4、B、C 三 点 

证 明 : 我 们 以 平行 于 而 、 弘 方向 的 两 条 
直线 的 角 平 分 线 建立 直角 坐标 系 zOy, 不 妨 设 
太 (T1;1)、B(z2,Yy2)、C(z3,y3) 三 点 不 共 线 , 则 
xT1 1 1 
Z2 y2 1 
Z3 ys 1 
(y 一 0)2 =c(c 关 0) 经 过 4、B、C 三 点 , 上述 
方程 可 以 化 为 2ax 一 2by 十 一 Qa? 十 c == 22 一 入 2， 
于 是 我 们 得 到 方程 组 ( I ): 

(2 十 Cc 二 x? 一 Yi， 


0. 假设 有 等 轴 双 曲线 (z a)’— 








2az2 — 2bys + ba2+c= 2 — 

2ar3 — 20ys + —a?+c= 23 — yy. 
此 方程 组 可 以 变形 为 (1I): 

20(z1 一 Z2) — 2b(y1 — y2) 

= 7X1 — yf — 723 + Yy2, 

20(%1 一 £3) 一 .2b(Y1 一 ys) 

一 24 一 yt 一 x3 十 3， 


此 方程 组 的 系数 行列 式 








D121— 722) —2(y1— 2) 
2(Z1 — x3) —2(y1 ~ Ys) 
Z1 VY1 1 

一 一 4 Y2 22 1 0， 
Z3 Ys 1 








所 以 方程 组 (11) 有 唯一 解 a、b, 然后 代入 原 
方程 组 可 以 得 到 唯一 的 c, 所 以 方程 组 (I) 有 
叭 一 解 ag、b、c,， 且 由 已 知 条 件 ( 任 两 点 与 渐 


点 , 此 双 曲 线 以 页 、 
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近 线 方向 不 平行 , 即 任 两 点 的 方向 不 与 直线 
y 一 土 Z 平 行 ) 可 知 c 头 0. 所 以 结论 5 成 立 . 

由 结论 5 可 知 对 于 不 共 线 的 三 点 
A(z1,V1)、B(z2,y2)、C(zs,y3)， 只 要 任 两 点 
的 连 线 不 与 直线 y = 土 * 平 行 , 则 可 以 得 到 唯 
一 的 等 轴 双 曲线 (z 一 ao) 一 (y 一 b)?2 =c(cz#0) 
经 过 这 三 点 4、 巨 、C， 

现在 我 们 来 考虑 一 般 的 双 曲 线 . 对 于 
给 定 平面 上 不 共 线 的 三 点 4、B、C, 以 及 
给 定 的 渐 近 线 方向 看、 中， 且 4、B、C 中 
任 两 点 的 连 线 与 出、 弘 不 平行 , 我 们 以 平 
行 于 而、 中 方向 的 两 条 直线 的 角 平 分 线 
建立 直角 坐标 系 xOy. 由 所 建 坐 标 系 ， 
所 以 人 不妨 设 Alzi， 幼小 Btzz,ya)、C(zs, 33)， 
页 = (cos wa, sin Q)， d2 = (一 cos asin oa), & € 
5, 所 )， 考 虞 可 逆 仿 射 变换 yp : {= 
(%x > 0)， 则 在 平面 直角 华 标 系 x'Oy 中 ， 


a = 《cos ca ksin a), 必 = 

其 中 a e | 二 了 )， 假设 直 -上 吵 ， 则 我 们 可 
以 得 到 hk = cota. 也 就 是 存在 仿 射 变 换 
0 : {9 = 名 (k > 0), 它 将 看、 加 变 成 
两 条 互相 垂直 的 向 量 必 上 吵 ， 将 不 共 线 
三 点 4、B、C 变 成 不 共 线 三 点 4、B’、C", 
且 A'、B'、C' 中 任 两 点 连 线 不 与 向 量 d、d5 
平行 . 在 直角 坐标 平面 x'Ow 中 , 由 上 述 结论 5， 
存在 唯一 的 等 轴 双 山 线 (z' 一 a) 一 (W 一 0)?=c 
(c x 0) 经 过 二 点 人 、 B'、C", 这 条 双 曲 线 恰 
好 以 dg、 的 方 同 为 渐 近 线 方向 . 由 ww 的 可 
逆 性 可 知 , 在 直角 坐标 平面 xzOy 上 , 有 唯一 


《一 Cos 0, k sin a), 


的 双 曲 线 (z 一 a)? ~ (ey — b) = ¢ (¢ A 0), 
» (vy-2 

即 亿 一 9 -人 一 1 经 过 4、 BC 三 
k2 


弘 为 浙 近 线 方向 . 由 此 我 
们 可 以 得 到 : 

结论 6: 对 于 平面 上 任意 给 定 不 共 线 的 三 
点 4、B、C, 以 及 给 定 的 渐 近 线 方向 看 、 中 ， 
如 果 A、B、 CC 中 任 两 点 的 连 线 与 di、 dz 不 
平行 , 则 有 唯一 的 以 而、 到 为 渐 近 线 方向 的 
双 曲 线 经 过 4、 巨 、C 三 点 当 我 们 改变 渐 
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近 线 的 方向 时 , 可 以 得 到 无 数 条 双 曲 线 经 
过 A、B、C 三 点 . 

综合 结论 2、. 4、6, 我 们 可 以 得 到 最 终结 
论 : 

定理 : 经 过 不 共 线 的 三 点 , 分 别 有 无 数 个 
椭圆 、 双 曲线 和 抛物 线 . 

这 样 我 们 已 经 比较 完整 地 回答 了 本 文 最 
开始 提出 的 问题 , 下 面 分 别 给 出 一 些 例子 . 

对 于 抛物 线 , 若 A(0,0)、B(1,2)、C(2, 一 1)， 
则 有 唯一 的 对 称 轴 平行 于 y 轴 的 抛物 线 y = 
322+52 经 过 和 A、 B、C 三 点; 若 我 们 取 z 轴 
方向 为 抛物 线 的 对 称 轴 方 向 , 则 可 以 上 述 坐 
标 系 的 y 轴 正 半 轴 为 x' 正 半 轴 、z 轴 人 负 半 轴 
为 y 轴 正 半 轴 建立 坐标 系 z'Ow, 叉 可 以 得 到 
另 一 条 抛物 线 W = 一 5z2? + zz/， 因 此 , 在 原 
坐标 系 下 经 过 A、B、C 的 此 抛物 线 的 方程 
为 z= 339 

对 于 椭圆 , 若 给 定 三 点 为 4(--2,0)、B(2, 
0)、C(0,1), 考虑 仿 射 变换 p: | 也 一 中 (k > 
1 为 常数 ), 则 A、B、C 三 点 变 成 4'( 一 2,0)、 
B'(2,0)、C'(0,) 三 点 , 在 坐标 平面 z'Oy 中 有 

, , k2—4\2 /k2+4\2 

只 的 园 (2)? + (9 一 ) = 人 2 
经 过 A'、B'、C' 三 点 ， 那么 在 原 坐 标 子 面 
中 ， 有 唯一 的 精 贺 z2 + (Wy 一) 一 








k2— 4\2 

(二 人 即 2 lg- -a ) 
2k ’ K2 十 4\2 k2 十 4\2 
(3) (0 

1 经 过 4、B、C 三 点 ， 当 我 们 改变 k 时 就 可 





FAA A A AA 


(上 接 第 8-8 页 ) 
线 三 点 的 坐标 可 以 确定 一 个 二 次 函数 ; * 了 解 
平行 线性 质 定理 的 证 明 ; *# 探 索 并 证 明 重 径 定 
理 ; * 探 索 并 证 明 切 线 长 定理 ; * 了 解 相 似 三 角 
形 判 定 定理 的 证 明 . 
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以 得 到 无 数 个 椭圆 特别 地 , 车 太 = 2, 我 们 
2 

可 以 得 到 椭圆 的 标准 方程 工 十 妇 = 1. 

对 于 双 曲 线 , 若 给 定 的 三 点 为 4(0,0)、 
B(1,2)、C( 一 1,3)， 则 可 以 得 到 唯一 的 浙 
近 线 平行 于 直线 y = 土 的 等 轴 双 曲线 

7\2 11\2 18 ,. 、. 
(2-16) ~- 天 各 人 人 
C 三 点 ， 如 果 以 di = (cos 60?,sin 60?)、d2 = 
(一 cos 60°,sin 60?) 为 渐 近 线 方 向 我 们 可 以 

(用 前 述 方 


2 一 2， 
得 到 仿 射 变换 w : (7 
-3 


法 可 以 求 出 ). 在 此 变换 下 , 1，A'(0,0)、 


Bp(1,22). C'( 一 1,V3), 竹 坐 标 平面 z'Oyw 中 


; 3\2? /,_ 7V3\? 
有 等 办 双 曲 线 ( - 亏 ) -=- 妆 ) = 
-一 经 过 水 、 玉 '、C 三 点 . 所 以 在 坐标 平面 
V3 7V3\2 3 \2 
CE 
= 1W' 外 3(Y- 而 ) -(?*- 而 ) = 丽人 
过 A、B、C' 三 点 , 而 且 它 以 页 、 吏 为 渐 近 线 
方向 . 
最 后 我 们 以 这 样 一 个 问题 来 结束 本 文 : 经 
过 给 定 三 点 的 圆锥 曲线 具有 怎样 的 共同 性 质 ? 
参考 文献 
[1 上 海 市 高 级 中 学 课本 .数学 (高二, 试 
用 本 ) [M]. 上 海 : 上 海 教育 出 版 社 , 2007 年 8 月 . 
[9] 陈 志 杰 主编 .高 等 代数 与 解析 几何 (上 
册 ) [MI]. 北京 : 高 等 教育 出 版 社 , 2008 年 12 月 ， 
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1. 试题 呈现 

请 证 明 : 方程 1+z+ 过 a + + 二 =0, 
在 了? 为 偶数 时 没有 实数 根 ， 在 % 为 奇数 时 有 且 
仅 有 一 个 实数 根 . 

这 是 2012 年 “ 华 约 ”自主 招生 考试 数学 试 
题 , 许多 考生 看 到 这 道 试题 只 能 是 “ 望 题 兴 叹 ”! 

2. 探索 历程 

这 道 试题 是 数学 竞赛 原 题 , 曾经 被 用 在 许 
多 大 学 考研 和 大 学 生 数 学 竞赛 上 , 如 2008 年 浙 
江 省 大 学 生 高 等 数学 竞赛 试题 (数学 类 ) 第 五 
题 : 


re 


证 明 : 方程 e+ 人 + 针 十 - 十 本 一 0， 
当 ?% 为 奇数 时 有 且 仅 有 和 2 个 雪 数 根 

2008 年 浙江 省 大 学 生 高 等 数学 竞赛 试 
题 (工科 类 ) 第 五 题 : 


x4 
证 明 : Yz E R,l1 十 Zz 十 守土 十 五 > 0. 
显然 这 道 高 等 数学 试题 考查 的 是 用 导数 
研究 函数 的 性 质 . 笔者 开始 接触 这 道 题目 时 发 
现 , 从 目前 中 学 数学 中 导数 应 用 的 “ 通 法 ”出 发 
无 法 下 手 , 细 细 分 析 题 目 , 既然 是 一 个 nn 次 多 
项 式 恒 正 确 问 题 , 为 何不 从 n = 1,2,3 开始 着 
手 呢 ? 于 是 有 了 对 此 题 的 探索 过 程 , 现 整 理 出 
来 与 大 家 分 享 . -an 


分 析 : 设 所 (z) = 1+z 十 过 了 2 a 2 + 下 
万 (z) = 0， 得 一 个 实 根 z = 一 一 1; 
f2(7) = 0， 1 十 z 十 互 二 0 无 实 根 
对 于 fa(z) = 0 有 且 仅 有 一 个 实数 根 的 证 
明 是 整个 问题 的 关键 之 处 , 
f(r) =1+2+ 守 = fo(z) >0 
.fs(z) 作 (一 0c0, 十 coo) .上 单调 递增 . 
当 z 一 一 co 时 ， 户 (Z) 一 一 co; 2 一 十 co 
时 ， Js(zZ) 一 十 CO， 


名 (z) = 0 有 且 仅 有 一 个 实数 根 . 
… zc) = fa(z), 记 f3(7z) = 0 的 根 为 z= 
zo 天 0, 由 于 fs(zx) 在 (一 co0, 十 co) 上 单调 递增 ， 
“7 E (一 co,2Z0) 时 ， sz) < 0; x € (vo, 
十 co) 时 ， .Ps(z) > 0. 


4 
Jalzjmin = Jalzo) = fa(zo) + P= 


。。 fa(7) 一 0 无 实 根 . 

于 是 得 到 此 题 的 解答 , 将 nn 分 奇数 与 偶数 
的 两 个 问题 结合 在 一 起 , 命题 老师 这 种 设计 真 
是 独具匠心 

、 Z2 23 TI 

证 明 : 设 户 (z) = 二 2Z 十 本 十 可 十 ， 十 有 

(1) 当 n=1, 2 时 , 命题 正确 ; 

(2) 假设 当 n = 天 时 , 命题 正确 , 即 当 为 
奇数 时 , 方程 有 且 只 有 一 个 根 ; 当 大 为 偶数 时 ， 
方程 设 有 实数 根 , 从 而 f(x) 恒 大 于 0. 

若 k 为 偶数 ，fkn(x) = f(x) > 0， 
“fk+1(T) 在 (一 00, 十 00) 上 单调 递增 , 当 z 一 
+c90 时 , fir1(2) 一 +00; 2z 一 一 co 时 , f+1(7) 


-ora 所 (rr 多 ++ 芝 Cr 


“ ji(z) =0 有 且 仅 有 一 个 实 根 . 

车 为 奇数 , f(x) = 六 (下 )， 

记 反 (Zz) = 0 的 根 为 z = zo, 显然 zo 关 
0， 由 于 kk 一 1 为 偶数 ， 扩 (xz) 二 内-1(7) 恒 
大 于 0, 因此 f(x) 在 (00, 二 co) 上 单调 递增 ， 
“7 € (~o0,7x0)N 时 , fir(x) = fr(z) < 0; 
2 E (20, 十 co) 时 ， frr1(7) = fr{z) > 0. 


因此 所 +1(T)min = 内 +1(X0) = 扩 (x0) 十 
zk+1 加 Z8+1 0 
(RI (Rll 


… fx+1(X) 一 0 无 实 根 . 
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由 (1)、(2), 根据 数学 归纳 法 , 可 知 命题 正 
确 . 
根据 上 述 证 明 ， 我 们 全 林 负 竺 二 各 合作 ; 
设 记 (z) =1+z+ 二 + 夺 十 … 十 2 斌 
证 明 : 方程 f(z) : +1(7) = 0， 对 任意 自然 
数 n%n 有 且 仅 有 一 个 实数 根 . 
”3. 深层 探究 8 
我 们 知道 , 1Hz 十 二 5 可 十 可 … 十 机 -是 ez 泰 
勒 展开 式 的 前 nn 十 1 项 ， 于 是 得 到 了 用 er 及 它 
的 展开 式 证 明 此 题 的 高 等 数学 方法 . 
， 证 明 : 当 nw 为 偶数 时 , 设 户 (z) = 二 1+z 十 


4 .+ 区， 
3! 


2 
显然 , 当 z > 时 fn(z) > 0. 
利用 ?的 案 勒 展开 式 ， fn(2) = 


€ 多 十 1 


(m+ : 
于 是 , 当 z < 0 时 , 由 xz?+l < 0 得 所 (x) = 
时 
rzr__ < ntl 
e mi” > 0， 


“vriER, 万 cz) > 0， 

当 n%w 为 奇数 时 ， 所 (x) = 户 -lz) > 0， 
fn(Z) 在 (一 co0, 十 oo) 上 单调 递增 . 

又 当 z 一 十 co 时 , (2) 一 十 coj 


z 一 00 时 , 及 (Z) = (1L+ 四 十 二 7 (1+ 


(上 接 第 8-23 页 ) 

(1) 两 圆 外 离 , 所 作 之 圆 与 已 知 两 贺 一 贺 
外 切 , 一 圆 内 切 

其 圆心 轨迹 依然 是 “到 两 圆 的 圆心 距离 之 
差 等 于 定 长 m 十 72” 的 双 曲 线 . 

(2) 两 圆 相 交 , 所 作 之 圆 与 已 知 两 圆 一 圆 
外 切 , 一 圆 内 切 

其 圆心 执 迹 也 是 “到 已 知 两 辆 的 圆心 的 距 
离 之 和 等 于 定 长 mi 十 72” 的 椭圆 (点 4、B 除 
外 ). 
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PT (+ 天 一 -oo 
. fn(7X) =0 有 且 仅 有 一 个 实 根 . 

4. 几 点 感悟 

(1) 为 便于 高 校 选拔 优秀 学 生 , 特别 是 具 
有 创新 意识 的 学 生 , 近年 来 一 些 高 考 压 轴 题 和 
高 校 和 目 主 招生 试题 对 创新 意识 的 考查 尤为 突 
出 , 如 该 题 就 是 以 高 等 数学 背景 设计 而 成 的 一 
道 创新 试题 .当然 并 不 是 第 望 学 生 用 纯 高 等 数 
学 知识 和 方法 来 解答 本 题 , 真正 的 目的 是 考查 
学 生 的 创新 意识 和 学 习 潜 能 , 希望 考生 能 用 学 
过 的 知识 和 方法 , 对 题目 中 的 信息 和 数据 通过 
分 析 和 综合 (如 本 题 通过 f(x) = 0, fo(x) = 0， 
fs(z) = 0 的 求解 历程 ), 找 出 问题 的 内 在 联系 . 

(2) 教师 要 加 强 初 等 数学 与 高 等 数学 衡 接 
内 容 的 教学 研究 . 在 现行 的 高 考 中 , 像 这 样 具 
有 高 等 数学 背景 (如 泰勒 展开 式 , 微分 中 值 定 
理 等 ) 的 试题 , 往往 倍 受 命题 者 青睐 ， 因 此 , 我 
们 一 线 教师 要 加 强 初 等 数学 与 高 等 数学 衔接 内 
容 的 教学 研究 , 摸 清 试题 的 背景 , 这 样 才 能 
高 临 下 , 更 好 地 驾驶 初等 数学 的 教学 , 使 中 学 
数学 的 教学 达到 理想 的 教学 效果 , 正如 张 英 宙 
先生 所 说 :“ 在 日 常 的 中 学 数学 教学 中 , 能 够 运 
用 高 等 数学 的 思想 、 方 法 、 观 点 去 解释 和 理解 
中 学 数学 的 例子 很 多 , 重要 的 是 作为 中 学 数学 
教师 应 该 有 这 样 的 意识 ”. 


Dt 
3 


(3) 两 圆 外 切 , 所 作 之 圆 与 已 知 两 圆 一 圆 
外 切 , 一 加 内 切 

其 圆心 轨迹 与 半径 不 相等 的 圆 的 情况 一 
致 , 也 是 “ 连 心 线 所 在 的 直线 (已 知 圆 圆心 、 切 
所 除外 )”. 

无 论 两 圆 位 置 关系 如 何 , 若 有 等 圆 的 情况 
存在 , 与 一 圆 外 切 , 一 贺 内 切 的 圆 的 圆心 轨迹 
不 因 两 圆 半 径 大 小 而 改变 . 由 于 篇 幅 关 系 , 不 
再 奖 述 . 
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222241 江苏 省 板 浦 高 级 中 学 印 琴 红 


题 已 知 锐角 三 角形 4BC,，B 忆 垂直 4C 
于 点 五 ， CD 垂直 4 于 点 疡 ，BC = 25， 
CE=7,BD = 15, BE、COD 交 于 点 及 , 连结 
DE, 以 DE 为 直径 画 加 ， 加 与 4C 交 于 另 一 
点 下 , 求 AF.. 

此 题 原 为 2012 年 “ 华 约 ”自主 招生 第 4 古 ， 
是 道 选择 题 , 笔者 甚 是 喜欢 , 在 高 三 的 第 二 轮 
复习 中 决定 改编 此 题 作 深入 训 术 . 

1. 选 题 理由 

文 [1] 提 出 数学 高 考试 题 命 题 必须 坚持 
“小 、 巧 、 活 、 宽 、 易 ”的 五 字 原 则 . 小 : 题 型 小 ， 
文字 量 不 大 , 解答 过 程 不 长 ; 巧 : 结构 巧 , 具有 
科学 合理 的 新 颖 度 ; 活 : 解决 问题 运用 的 不 是 
死 知 识 , 需 将 熟悉 的 、 基 本 的 东西 使 过 来 解决 
陌生 问题 ; 宽 : 即 “ 小 中 见 大 ”, 知识 履 盖 面 宽 
广 , 解 题 入 口 宽 , 解法 思路 广 ; 易 : 难度 合理 ， 
既 从 整体 上 降低 试题 的 绝对 难度 , 又 具有 科学 
合理 的 区 分 度 . 笔者 十 分 赞同 五 字 原 则 , 此 题 
非常 符合 此 原则 . 

2. 策略 确定 

从 学 习 数 学 的 过 程 看 , 我 们 所 积累 的 知识 
经 验 经 过 加 工 , 会 得 出 有 长 久保 存 价值 的 模式 ， 
将 其 有 意识 地 记忆 下 来 , 并 作 有 目的 的 简单 编 
人 码 . 当 遇 到 一 个 新 问题 时 , 我 们 辨认 它 属于 哪 
一 类 基本 模式 ,联想 起 一 个 已 经 解决 的 问题 ， 
以 此 为 索引 , 在 记忆 储存 中 提取 相应 的 方法 来 
加 以 解决 , 这 就 是 模式 识别 解 题 策略 加 

拿 到 一 道 试题 , 在 理解 题 意 后 , 立即 思考 
问题 属于 哪 一 主题 、 哪 一 章节 ? 与 这 一 章节 的 
哪个 类 型 的 问题 比较 接近 ? 解决 这 个 类 型 的 问 
古 有 哪些 方法 ? 再 个 方法 可 以 首先 拿 来 试用 ? 
这 一 想 , 下 手 的 地 方 就 有 了 , 前 进 的 方向 也 大 
体 确 定 了 , 这 就 是 解 古 中 的 模式 识别 . 运用 模 
式 识别 可 以 简洁 回答 解 题 中 的 两 个 基本 问题 ， 
从 何 处 下 手 ? 向 何方 前 进 ? 我 们 说 就 从 辨认 题 
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型 模式 入 手 , 向 着 提取 相应 方法 、 使 用 相应 方 
法 解 题 的 方向 前 进 . 模式 识别 是 一 种 普 适 性 的 
解 题 策略 , 笔者 准备 用 此 策略 指导 解决 本 题 . 

3. 解法 分 析 

分 析 一 : 这 是 一 道 平 面 几 何 题 , 由 于 其 中 
有 年 线 , 应 当 想 到 勾 股 定理 . 

模式 一 : 将 问题 化 归 为 代数 问题 , 列 方程 
组 求解 ， 通过 运用 多 股 定理 求 长 度 . 





解法 一 : 由 BELAC,， 则 BE = 
VBCO2— CE = 24 由 CDL4B, 则 CD = 
VBC2-BD? 20. 在 RtAA4DC 中， 有 


AD? + 202 = (4 十 7)2; 在 RtAAEB 中 ， 
有 AE? +242 = (4D +15)2， 联 立方 程 组 可 
解 得 AD = 15, 4 = 18. 连结 DF. 由 DE 为 
直径 , 则 DFLAC. 又 BEL4C, 则 DF/JBE,， 
且 4D = DB, 则 有 DF = 上 BE = 12， 故 在 


RtAAFD 中 , AF = V152 — 122 = 9. 

分 析 二 : 问题 放 在 人 4BC 内 研究 ， AF 也 
可 视 为 三 角形 一 边 的 边 长 , 于 是 将 此 问题 识 
别 为 解 斜 三 角形 问题 . 顺 此 思路 , 不 妨 先 探究 
一 下 A4BC. 由 BE 和 惧 直 AC 于 点 忆 , CD 垂 
直 A4B 于 点 D, 知人 BEC、 八 BDC 为 直角 三 
角形 . 由 BC = 25, CE =7，BD = 15, 可 顺 
利 求 出 角 BB、C, 即 cosB = = scosC 一 
二 则 sinB = 4 sinc 二 2 A4BC 中 已 知 
两 个 角 , 第 三 个 角 也 可 求 ,所 以 sin A = sin(B+ 
OC)= 二 = sinB, 则 4 = B, 即 和 人 4BC 为 等 采 ¢ 
三 角形 , 则 由 CDLIAB, 可 得 AC = 25,AD = 


a 


8--36 


DB=15,AE= AC-CE=25-7=18. 至 
此 , 题目 条 件 信 息 大 部 分 翻译 完毕 , 这 也 是 解 
决 本 题 的 前 期 铺垫 工作 . 在 此 基础 上 , 下 面 给 
.出 本 题 几 种 求解 思路 . 

模式 二 : 直径 所 对 圆周 角 是 直角 , 着 眼 于 
四 点 共 圆 , 利用 圆 内 接 四 边 形 对 和 角 互 补 . 

解法 二 : 连结 DF, 则 有 DF1AC. 因 
LCDB = LCEB = 90°, 所 以 B、C、E、DD 四 
点 共 圆 . 于 是 AED= LA4BC= LBAB, 所 以 
人 和 人 ADE 为 等 腰 三 角形 ， 由 DFJ1LAC 知 , AF = 
FE=tAE=9. . 

模式 三 : 直径 所 对 圆周 角 是 直角 , 着 眼 于 
四 点 共 圆 , 巧 用 托 勒 密 定理 求 长 度 . 

解法 三 :连结 DF, 则 有 DFLAC. 因 
LCDB = ZCEB = 90°, 所 以 B、C、E、DD 四 
点 共 国 ， 由 托 勒 密 定 理 知 ,万 刀 . BC + DB- 
CE= BE.CD. XBC=25,C0E=7,BD= 
15, BE = VBC?- CE = 24 CD = 
VBC? 一 BD? = 20, 故 DE 二 4D=15, 所 以 
人 ADE 为 等 腰 三 角形 ， 由 DFLAC 知 , AF = 
FE=5AE=-9. 

模式 四 : 运用 余弦 定理 可 求 边 长 , 关注 于 
AADE. 

解法 四 : 连结 DF, 则 有 DFLAC.， 在 
AADE 中, AD = 15, AE = 18,cos 4A = >， 由 


余弦 定理 得 DE? = 152 十 182 一 2x 15x18x3 = 
152, 则 DE = 4D, 所 以 A47D 呈 为 等 腰 三 角 
形 . 由 DFLAC 知 , AF = FE 二 >AE -9. 

模式 五 : 直径 所 对 圆周 角 是 直角 , 妙用 直 
角 , 关注 于 Rt 人 A 人 AFD. 

解法 五 : 连结 DF, 则 有 DFLAC， 在 
RtAAFD 中 , AF = ADcosA=15x 3 - 9. 

模式 六 : 道 用 平行 线 同位 角 相 等 , 巧 用 中 
位 线 . 

解法 六 : 连结 DF, 则 有 DFLAC. 又 
BE1LAC, 则 DFJ/BE. 又 由 吃 是 4B 的 中 点 ， 
则 正 为 AE 的 中 点 , AF 二 3AB=9. 

分 析 三 : 由 题 中 的 垂直 关系 , 联想 到 建 
并 直角 坐 标 系 , 进而 将 问题 转化 为 解析 几何 
问题 . 顺 此 思路 由 CD1AB, 以 AB 所 在 直 
线 为 zZ 输 ，DPC 所 在 租 线 为 组 建立 平面 直角 
坐标 系 . 又 CD = vVDC2 一 万 万 2 = 20， 则 点 


数学 款 学 


2012 年 第 8 期 


B(15,0)、 C(0,20). 又 BE= VBC 一 CF5 = 
24， 即 点 BB 到 直线 4AC 的 距离 为 24， 设 直 
线 AC 的 方程 为 y = kz + 20, kk > 0， 则 
本 =- 24, 解 得 k 一 5, 则 直线 4C 的 方 
程 为 y = Sz+20. 令 y 二 0, 得 z 二 一 15, 即 
A( 一 15,0), 即 AD = 15, 此 时 可 得 A4BC 为 
等 腰 三 角形 . 在 此 基础 上 , 上 述 5 种 思路 同样 
可 行 , 鉴于 建 系 的 特殊 性 , 可 继续 运用 直线 方 
程 的 知识 求解 . 





图 2 


模式 七 : 瞄准 屡 直 关系 , 用 点 到 直线 距离 . 
解法 七 : 由 DE 为 直径 , 则 DF1AC, AF 
为 扣 4 到 直线 DF 的 距离 , 又 直线 DF 的 方 
程 为 y = -12, 即 3z 十 dy = 二 0, 故 4F = 


3x (~15)| _ 9 


4 回顾 反思 

“ 横 看 成 岭 侧 成 峰 , 远近 高 低 各 不 同 ”， 本 
题 看 似 平面 几何 问题 , 却 可 以 从 纯 几 何 的 角度 
去 看 , 也 可 以 从 解析 几何 的 角度 去 看 , 还 可 从 
三 角 的 角度 去 看 . 本 题 涉及 三 角形 、 直 线 与 
圆 等 知识 , 可 从 余弦 定理 、 托 勒 密 定理 、 等 腰 
三 角形 的 中 线 、 点 到 直线 距离 多 个 角度 切入 . 
回顾 本 题 的 求解 历程 , 可 深 深 体会 “小 、 巧 、 
活 、 宽 、 易 ”的 五 字 原 则 . 模式 识别 解 题 策略 
呈现 方式 多 样 性 , 正如 波 利 亚 所 言 :“ 一 般 地 说 ， 
当 问 题 刚 提出 时 , 我 们 所 具有 的 是 一 幅 相 当 简 
单 的 画面 : 解 题 者 看 到 的 问题 是 一 个 未 经 浏 析 
的 、 没 有 细节 或 上 只 有 很 少 细 节 的 整体 , 警 如 说 ， 
他 可 能 只 看 到 问题 的 主要 部 分 一 未 知 量 、 已 知 
量 和 条 件 或 假设 和 结论 . 但 是 最 后 的 画面 就 很 
不 同 了 : 它 是 复杂 的 , 充满 了 添加 上 来 的 细节 
和 材料 .* 以 上 解 题 时 模式 识别 的 切入 点 清楚 地 
表明 : 面 对 一 个 陌生 的 问题 , 解 题 者 往往 举 先 
并 没有 准备 好 现成 的 工具 或 方法 , 而 是 在 前 觉 
(下 转 第 8-48 页 ) 
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还 是 必然 结果 ? 


一 由 一 个 疑惑 引发 的 探究 


sw 


201505 ”上海 市 金山 区 亭 林 中 学 ” 吴 建 条 


笔者 在 高 三 复习 课 上 , 评 讲 了 下 面 这 样 一 
道 题 目 : 

题目 如 图 1, 设 椭圆 C: 3x2 十 4 二 12 的 
右 顶点 为 D, 过 椭圆 的 右 焦 点 五 作 和 斜率 为 大 的 
二线 /与 椭 加 CC 交 于 A、B 两 点 . 试问 和 4BD 
能 否 为 锐角 三 角形 ? 若 能 , 请 求 出 & 的 范围 ; 车 
不 能 , 请 说 明理 由 : 






y 
B 
SS 


下 






图 1 


解 : 设 直线 ! 的 方程 为 y = k(x 一 1), 代入 
椭圆 方程 3x? + 4% = 12 得 

(3 + 4k2)x2 一 8K2r + 4k2 — 12= 0. 

设 A(zi1,y1)、B(z2,y2)， 

“X11 十 XY2 一 8 TXT1T2 一 多 一 12 — 12 
3 + 4k2° 3 + 4k2 
DA 一 (zl 一 2,), DB 一 (x2 一 2, y2). 

“DA. DB = (zi—2)(z2 — 2) + yy 


一 (1 十 k2)z17x2 — (2+k2)(z1 十 X2) 十 4 十 2 





4k2 一 12 8k2 
二 {1 2 2 
(I +k) Ta (2 +h )3T a 
十 4 十 有? 
—5k2 
= gra 0 


“ZADB > 90°，.. AABD 不 能 为 锐角 
三 角形 . 

课 后 一 位 学 生 提 出 疑惑 : 为 什么 选择 判 
赃 [ ZA4DB 的 大 小 作为 解决 问题 的 切入 口 , 而 
不 选择 另外 两 个 角 呢 , 这 是 偶然 选择 还 是 必然 


结果 ? 笔者 觉得 这 是 个 让 学 生 自 主 探 究 的 好 机 
会 , 于 是 抱 着 试 试看 的 心态 , 在 一 次 课外 活动 
课 上 组 织 学 生 进行 了 下 面 的 探究 . 

探究 1: ”如 图 2, 直线 4 已 经 过 椭圆 以 x?2 十 
a2g2 二 a202 (a > b > 0) 的 对 称 中 心 O, 并 且 与 
椭圆 交 于 A、B 两 点 , DD 为 椭圆 的 长 轴 顶 点 , 当 
直线 4B 绕 着 点 O 旋转 时 , <4DB 有 何 变 化 ? 
何 时 最 小 ? 





图 2 


同学 们 经 过 独立 思考 和 分 组 讨论 后 , 给 出 
了 下 面 的 解决 方法 : 

解 : 如 图 2, 设 4(zl, 1)、 B(x2, yy2)、 Da, 
0), 不 炉 设 yo > 纺 ， 

"kpp = V2 gl 

“一 。 

Y2 一 怨 1 一 忆 

由 A、O、B 三 点 共 线 得 x2y1 = zly2. 
设 直线 4B 方程 为 z = my, 与 椭 贺 方程 








kaAD = 


MF A 2 [2 
联 立 后 整理 得 y 一 a2 4 bame’ “Yl 二 +y2 = 二 0， 
2 _ Q2D 
2 
由 到 角 公 式 得 人 
tan ZADB = 一 4 “BD 
l1+ kBppkaApD 
2 
一 X11—& 2 一 必 
1 十 22 yl 








Z2 一 CQ 21 一 
Qz2 十 Z271 一 QV1 一 Z172 
TI1T2 一 QZ1 一 Q22 十 3122 十 oa? 


8-38 
(yz 一 1) 
(m2 +1)yy —am(yti+y)+i+o 
加 2bVa? + b2m2 


C2 

“b>0,.. tan ZA4DB >0, 故 Z4DB 和 己 
为 锐角 , 且 当 mm = 0 时 , <4DB 最 小 . 

于 是 可 以 得 到 下 面 一 个 结论 : 

结论 1 直线 z=my 与 椭圆 x?+a2y? = 
a2b? (a >5b>0) 相 交 于 4A、B 两 点 , DD 为 椭圆 长 
轴 顶 点 , 那么 <4DB 恒 为 锐角 , 且 tan LZ4DB 
_ 2bVo? + b2m? 
= 一 一 一 一 一 . 


ce 

探究 获得 了 成 果 , 看 到 同学 们 兴奋 的 表 
情 , 笔者 继续 追问 : “既然 已 经 知道 ZA4DB 恒 
为 锐角 ,， 是否 可 以 通过 构造 适当 的 图 形 , 直 
接 给 出 判断 呢 ? ”同学 们 又 一 次 陷入 了 思索 
和 讨论 中 . 没 过 多 久 , 有 一 个 小 组 的 学 生 突 
然 兴 符 地 叫 了 起 来 , 他 们 找到 了 上 如 图 3, 直 
线 AB 经 过 椭圆 和 圆 的 对 称 中 心 , 显然 恒 有 
ZADB < A'DB' = 90*1 真是 好 想法 , 这 不 也 
正 是 我 需要 的 吗 ! 于 是 笔者 给 出 文章 开头 题 
和 目 , 引导 学 生 做 如 下 探究 : 





图 3 
探究 2: 过 椭圆 C: b2w? + a2wy? 一 2202 


B 两 点 , D 为 相应 的 长 轴 顶 点 ， 当 直线 1 绕 荐 
点 五 旋转 时 , <4DB 恒 为 钝 般 吗 ? 何 时 最 大 ? 

有 了 前 面 构造 图 形 的 经 验 , 学 生 们 首先 想 
到 的 是 能 否 通 过 构造 适当 的 图 形 , 直接 给 出 判 
断 . 

解 : 如 图 4, 以 点 已 为 圆心 , FD 为 半径 作 
圆 已， 椭 辆 方程 z2 + a2y? = ca22 与 圆 方程 
(z 一 0 十 庆 二 (a 一 c)? 联 立 , 整理 得 


czZ2 — 9027 十 2a3 — 02c = 0, 


. 2 _ 
“c(t—a) (2-e oe) 一 0. 


2a2 一 ac 
一 也 一 


pra 
.… 椭 隧 与 加 只 有 一 个 交点 (a,0). 
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根据 图 4 可 知 , 对 任意 椭圆 , 均 有 LADB 
> LZ4'DB' = 90°, 即 Z47 刀 恒 为 钝 角 . 由 此 
可 知 题 中 选择 判断 Z4DB 的 大 小 作为 突破 口 
是 必然 的 结果 , 并 非 偶然 的 选择 . 疑惑 解决 , 同 
学 们 都 很 兴奋 , 但 是 <ADB 有 最 大 值 吗 , 何 时 
最 大 ? 类 似 于 探究 1 的 探究 过 程 , 师 生 合作 求 
出 了 人 《4D5B 的 正切 值 . 





如 图 l1, 设 A (zi1,1)、 B (x2, y2)、 D (a, 0)、 
下 (ce,0), 不 妨 俊 yo > 纺 ， 


os。 kBD 一 
化 2 一 


由 A、F、B 三 点 共 线 得 (c 一 2Z2) Yl = —Y2 
- (2Z1 — ©), Bh zi1%2 一 x2Y1 = ce (yo — 1). 

设 直线 AB 方程 为 z = my 十 c, 与 椭圆 方 
程 联 立 , 得 

82 (m2y? 十 2mey 十 c2) 十 a2y2 = 02b2, 整 
理 得 (o2 十 Dm?) y+2bmey— b=0, 

—2b2mc 
故 六 十 Y= 0 bam 
—b4 

五 十 57， 
2ab2 Vm?2+1 
hn 
由 到 和 角 公 式 得 
tan ZADB = 








Vy1iY2 二 


kap — KBD 

1+ KBDEKAD 

CO- 
(m2 十 1) ia 十 (mc 一 ma) (y+y2)+(a—e) 


代入 整理 得 J » 
9a (a+c) (oa— ce) Vm2+1 

tan LADB = 3a2c2 一 cd 一 2a3c 

_ 2a(a+o) (ae 一 cv 十 1 

(ec— 0o)?(ce? + 2ac) 

_ 2a(a+c) vm’*+1 

和 cfc 十 2a) 

0 >0c> 0，.. tanZADB < 0， 故 
4 万 万 恒 为 钝 角 , 且 当 m= 二 0 时, <4DB 报 大 . 

通过 上 面 的 探究 , 可 以 得 到 结论 : 
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结论 2 过 椭圆 C: 12z2 + a2372 = a282 
(a >5> 0) 焦 点 已 (zz,0) 的 直线 1 : z = my 十 
ZF, 与 覃 圆 相交 于 4、 已 两 点 , 万 为 相应 的 长 
办 顶点 , 那么 ZADB 恒 为 钝 角 且 tan <4DB = 

2a (a+c) vm?+1l 

c(c+ 20) 

疑惑 解决 了 , 还 得 到 了 两 个 一 般 性 的 结论 ， 
那么 探究 是 否 就 到 此 结束 了 呢 ? 很 快 就 有 一 
学 生 提 出 了 他 们 的 想法 , 即 : 

探究 3: 由 探究 1、2 可 知 , 当 直 线 AB 经 
过 椭圆 对 称 中 心 时 , 恒 有 LADB <90°, 当 直 线 
4AB 经 过 椭圆 焦点 时 , 恒 有 LADB > 90。， 
由 锐角 变化 到 钝 角 , 是 否 存 在 定点 G, 当 直 线 
AB 经 过 点 G 时 , 恒 有 4DB = 90°? 大 家 的 热 
情 又 一 次 被 点 燃 了 ! 

解 : 设 直 线 1 :z= 二 my 十 n, 与 椭圆 忆 x 针 
Qa2y? 二 a2b? (a > b> 0) 联 立 得 

(Bm? 十 o2) + 2mnby + bn? 一 a202 = 
0; A = 4a2btrm? 一 4a2b2n?2 + 4a4b?. 

设 D (a,0), [与 椭圆 交 于 4 (zi1,y1)、B(zx2， 








72)， 网 
“kap = ; KBD = ，Y1 十 
Tl1—& 他 
2 2 b2n2— a2b0? . 
Vy2 一 ~ bp2m2 十 a2 Yi1Yy2 一 b2m2 十 a2 
ADB = 90° 
<—> kap :kBpD = —!1 
~、 y ___] 








Tw1—& | 2 一 必 

> 2122 + Ny 一 Q(Z1 十 22) 一 0Q2 

< m+) n+ mn-am) (yt+y) + ne 
+a?— 2an=0 

© (+ 一 203 十 azc2 一 0 


2 | 12 加 加 QC- __ 
< 全 (0 +0) (2 一 a) ( Hm) -0 
当 n == a 时， 0 ed 页 点 姜 ， 





ZADB 不 存在 ; < F< 当 六 no 一 
Le 时, 满足 A > 0. 故 符合 条 件 的 点 G 华 
标 为 (a ,0 ). 至 此 可 以 得 到 下 列 结论 : 


结论 3 D (zp,0) 是 椭圆 C: D222 十 a2 22 一 
a2b2(a>p>0) 的 长 轴 顶 点 , 过 点 c( 束 0) 
的 直线 1 与 椭圆 相交 于 A4、B 两 点 (4、B、D 
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不 重合 ), 则 LA4DB = 90°; 反之 亦 成 立 ( 如 


图 5). 





图 5 
通过 师 生 共同 的 探究 , 得 到 了 上 述 三 个 结 


论 , 虽然 这 三 个 结论 不 是 数学 定理 , 但 对 于 学 
生来 说 , 就 是 发 现 、 就 是 智慧 、 就 是 创造 . 探 
究 结 束 后 , 学 生 显 得 意犹未尽 , 总 感觉 还 有 些 
事情 可 以 接着 做 下 去 ! 的 确 , 椭圆 、 双 曲线 和 
部 物 线 寺 二 种 圆锥 曲线 之 同 有 者 密 切 的 联系 ， 
那么 双 曲 线 和 抛物 线 中 是 否 有 类 似 的 结论 ? 课 
后 ， 学 生 们 独立 探究 了 双 曲 线 和 抛物 线 的 情形 , 
得 到 了 与 椭圆 相 类 似 的 结论 : 

结论 4 过 双 则 线 C: Bz? 一 a2y2 = a202 
(a>0,5>0) 焦 点 (zr,0) 的 直线 i :z= my 十 
zF， 与 双 曲 线 相交 于 4、B 两 点 ，DD 为 相 
应 的 实 轴 顶点 ,那么 ZADB 恒 为 钝 角 ， 且 


/TT 
tan LADB = 2 +OVm+l 
clct+20), 
结论 5 过 抛物 线 C: wy = 2pz 焦 点 


F (2, 0) 的 直线 1 :2 二 my + 2, 与 抛物 线 

相交 于 A、B 两 点 , O 为 顶点 , 那么 <AOB 恒 
2 

为 钝 角 , 且 tan <40B = _AVm+tl 


3 
结论 6 DD (zp,0) 为 双 曲 号 CG D2z2 一 
oo (>0 b>0) 顶点 过 点 G 


-2 50 ) 的 直线 1 与 双 曲 线 交 于 A4、 B 两 


点 (4、B、:DD 不 重合 ), 则 LA4DB = 90°, 反之 
亦 成 立 . 
第 论 7 设 过 定点 G(2p,0) 的 直线 i 与 抛 
物 线 : 六 = 2px(p 关 中 相交 于 A、B 两 点 ， 
O 为 顶点 , 则 ZA4OB = 90°, 反之 亦 成 立 ， 
容易 发 现 , 结论 2、4、5 可 以 统一 地 表示 
为 : 
tan LAhDDB 一 -22 人 十 ovYm +1 
cc 十 20) 
(202 十 2ac) Veot2a + 1 
2ac+e@ 
2(1 十 e) 
(ez 十 2e)sina 


8—40 


(e 为 离心 率 , a 为 直线 4 的 倾斜 角 且 ca 0)， 
并 且 结 论 中 的 主要 条 件 是 围绕 过 圆锥 曲线 焦点 
的 一 条 直线 . 在 极 坐标 系 中 , 圆锥 曲线 有 统一 
的 方程 为 p = T 一 “5， 于 是 笔者 尝试 着 给 
出 上 述 三 个 结论 的 统一 证 明 . 

解 : 如 图 6 所 示 , 建立 极 坐标 系 , 三 为 焦点 ， 
万 为 相应 的 顶点 . 





设 ~LBFz=bloecl(0mr), 则 ~4Fz 一 TD， 


LDFZY=7, 
ep 





BF = 二 一, AF = 一 
Pl 1 一 ecosO P2 
ep ep 
一 一 一 DF = p= ， 
1 二 ecospb A3 工 十 e 


‘“. B (p1cos0,p1sin0)、 A(—p» cos0,—p2 
‘sin0)、D (—p3,0), 
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(pip3+ p2p3)sind _ 
p3 — pi1p2 + (p1p3 — p2p3) cose 
将 pl1、p2、p3 代 入 整理 得 


加 2(1 十 e) 


ee > 0 .. tanLZADB < 0 即 Z4 忆 
恒 为 钝 角 . 

因此 结论 2、4、5 可 以 统一 为 : 

结论 8 直线 ! 经 过 非 圆 圆锥 曲线 工 的 焦 
点 五 , DD 为 相应 的 顶点 , 设 1 与 蔗 交 于 A4、B 其 
点 , 与 焦点 下 所 在 的 对 称 轴 灾 角 为 (9 关 0)， 
则 tan~4DPB = -Bs 为 离心 率 ). 

新 课程 标准 强调 培养 学 生 的 探究 能 力 , 发 
展 学生 的 创新 意识 这 一 基本 理念 . 质疑 是 探索 
的 动力 和 源泉 , 当 我 们 面 对 学 生 的 质疑 时 , 要 
认真 对 待 , 积极 研究 , 同时 我 们 要 相信 学 生 的 
聪明 和 智慧 , 给 学 生 创造 一 个 宽松 和 谐 的 探讨 
氛围 , 让 学 生 融 入 到 问题 的 探究 之 中 , 使 学 生 


kps = Plsing 成 为 探索 和 研究 的 主角 .每 一 个 疑惑 的 解决 ， 
pl cosO + ps 都 随时 有 可 能 点 燃 学 生 探 究 的 欲望 , 师 生 都 能 
kpa = _ 一 02smC 学 到 课本 上 所 学 不 到 的 知识 ， 更 为 重要 的 是 ， 
pa ~ p2 cos 人 在 解决 疑惑 的 过 程 中 , 学 生 学 到 的 不 仅仅 是 知 
由 到 角 公 式 得 A yi 
kpp — kpa 识 , 还 学 会 了 如 何 获取 知识 , 这 不 也 正 是 我 们 

tan <ADB = T+ Rppkpa 所 追求 的 吗 ! 


(上 接 第 8-15 页 ) 
式 , 一 气 呵 成 , 能 够 让 学 生得 到 美的 享受 . 这 种 
美的 训 受 , 会 让 更 多 的 学 生 喜 欢 数学 . 

第 三 ， 更 何况 由 于 题 干 相同 , 节省 了 不 少 
老师 抄 题 , 学 生 读 题 的 时 间 , 提高 了 课堂 效益 . 

在 这 节 课 里 ,下 老师 不 但 运用 了 变 式 , 而 且 
进行 了 归纳 . 北京 名 师 孙 维 刚 说 过 “一 愿 多 解 ， 
多 解 归 一 , 多 题 归 一 ”. 习题 课 要 注意 将 者 干 个 
题目 加 以 归纳 总 结 ,“ 多 题 归 一 ”, 这 样 可 以 使 
习题 课 “ 形 散 神 不 散 ”. 运用 了 一 题 多 变 , 更 应 
该 , 也 更 容易 进行 总 结 . 

老师 总 结 了 两 点 . 第 一 是 , 在 动态 的 问 
题 里 , 要 设法 研究 几 个 静态 的 典型 片断 . 这 也 
是 一 种 化 归 一 动态 问题 殴 态 化 . 第 二 是 , 从 这 


个 上 典型 片断 变 为 另 一 个 典型 片断 , 关键 是 找到 
临界 点 ,第 一 点 揭示 了 数学 思想 方法 ; 第 二 点 
带 有 可 操作 性 , 当然 其 深层 的 思想 是 量变 到 质 
变 ( 不 过 针对 年 少 的 学 生 , 不 宜 在 这 节 课 里 灌输 
下 去 ). . 
这 几 人 句 话 起 到 了 画 龙 点 有 晴 的 作用 , 可 以 说 
做 到 了 “多 题 归 一 ”. 因此 , 下 老师 的 这 节 习 题 
课 , 不 仅 是 一 题 多 变 , 而 且 是 多 题 归 一 , 档次 又 
提高 了 一 层 . 

事后 ,备课 组 的 老师 都 为 了 老师 的 成 功 
而 高 兴 , F 老师 感谢 大 家 的 帮助 , 也 深切 地 感 
到 “ 磨 课 * 的 好 处 , 她 说 , 前 后 两 份 教案 , 质量 完 
全 不 一 样 啊 ! 
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多 影 原理 在 立 几 问题 中 的 妙用 


213131 江苏 省 奔 牛 高 级 中 学 陆 金 张 仁 端 


在 解答 立体 几何 题 时 , 有 时 需要 添加 辅助 
线 . 例如 , 在 由 '“ 线 线 平行 "推导 “ 线 面 平行 *? 时 ， 
首先 要 在 平面 内 找到 一 条 直线 与 平面 外 的 已 知 
直线 平行 , 这 里 的 关键 就 是 如 何 添 加 平面 内 的 
这 条 辅助 线 . 很 多 学 生 碰 到 这 类 问题 会 落 然 无 
措 , 无 奈 之 下 只 能 乱 画 乱 连 , 解 题 纯 粹 靠 运气 . 

通过 研究 高 中 数学 教材 必修 2, 笔者 发 现 ， 
几乎 所 有 关于 “ 线 面 平行 " 需 添 加 辅助 线 的 问 
题 , 都 可 以 用 “投影 原理 ”来 解决 ， 

什么 是 “投影 原理 ? 呢 ? 

根据 教材 , 投影 是 光线 (投射 线 ) 通过 物体 ， 
向 选 定 的 面 (投射 面 ) 投射 , 并 在 该 面 上 得 到 图 
形 的 方法 . 按照 投射 线 的 不 同 , 投影 可 以 分 为 
两 类 : 

第 一 类 : 投射 线 互 相 平 行 的 投影 称 为 平行 
投影 (图 1); 





第 二 类 : 投射 线 交 于 一 点 的 投影 称 为 中 心 
投影 (图 2). 
投射 中 心 Ss 





根据 平行 投影 和 中 心 授 影 的 定义 , 我们 可 
以 得 出 两 条 投影 的 性 质 : 


性 质 1 (如 图 1) 在 平行 投影 中 , 如 果 44/ 
之 BB', 那么 AB//A'B'; 

性 质 2 (如 图 2) 在 中 心 投影 中 , 如 果 满 足 
ry Uk 那么 AB/A'B'. 

上 面 两 个 性 质 不 难 证 明 , 而 4B' 正 是 证 
明 4B 和 投影 面 平行 所 要 洪 加 的 辅助 线 . 

下 面 以 2010 年 全 国 高 考 安徽 卷 第 18 题 第 
一 小 题 为 例 说 明 上 述 性 质 在 添加 辅助 线 时 的 
妙用 . 

例 1 如 图 3, 在 多 面体 4BCDEF 中 ,四 
边 形 A4BCD 是 正方 形 ，EF//4B, EFLFB, 
AB=2EF, LBFC90°*，BF=FCO, 且 为 BC 的 
中 点 . 

(0 求证 : FH 平面 BDB. 





图 3 


思路 一 : 利用 性 质 1 来 解决 问题 . 将 过 FH 
的 端点 下 的 直线 BF 作为 投射 线 , 接 下 来 只 
要 找 过 点 及 和 EF 平行 且 相 等 的 线段 就 行 了 . 
设 AC 与 BD 交 于 点 O, 连结 OF (如 图 4)， 则 
不 难 证 明 OH=BF, OH//EF, 连结 OE, 所 以 
OE 为 所 要 添加 的 辅助 线 . 





8-—42 

证 明 : 设 AC NBD = 0O, 连结 OH、0OE. 

则 点 O 为 4C 中 点 , 又 因为 点 五 为 BC 中 

由 三 角形 中 位 线 定理 可 得 4B = 2O0 万 ， 
AB/OH. 

而 4B = 28F, AB/ EF, 

故 EFJOH, EFWOH. 

所 以 四 边 形 EFHO 为 平行 四 边 形 ， 

因此 FH/ OE. | 

由 于 OB 在 平面 8DB 上 ，FH 不 在 平面 
EDB 上 ， 

故 FH// 平面 BDB. 

思路 二 : 利用 性 质 2 中 的 中 心 投 影 思 想 
来 解决 问题 . 点 C 可 以 作为 投射 中 心 ， 延 长 
CF 和 DE( 如 图 5)， 由 于 C、D、 避 、 四 点 
共 面 , 设 CF 与 DE 交 于 点 P, 连结 PB, 不 难 
证 得 FH 为 APBC 的 中 位 线 , 所 以 PB 就 是 所 
要 添加 的 辅助 线 . 





证 明 : 延长 DE、CF. 

因为 4B = CD, 4BHCD, AB = 2EF, 
AB/ EK, 

所 以 CD=2EF, CD/EF, 

因此 C、D、 思 、F 四 点 共 面 . 

设 CFf、DE 相交 于 `P, 连结 PB. 

在 APCD 中 , 由 于 CD = 2EF, CD/ ER, 

改 点 六 为 PC 中 点 , 又 因为 点 玖 为 BC 中 

所 以 FH/ PB. 

由 于 PB 在 平面 ADB 上，FH 不 在 平面 
EDB 上 , 

故 FR/J 平面 BDB. 

思路 三 : 利用 性 质 2 来 解决 问题 . 把 点 4 
看 作 投影 中 心 , 连结 4F (如 图 6), 由 于 A、B、 
下、 万 四 点 共 面 , 可 设 A 与 BE 交 于 点 JM, 再 
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连结 4 区 设 4 玖 与 BD 交 于 点 NN, 连结 MN. 通 
过 比例 关系 可 证 得 MN /FH, 所 以 MN 就 是 所 
要 添加 的 辅助 线 . 





证 明 : 因为 BF/ 4B， 

所 以 玉 、 玉 、B、4 四 点 共 面 . 

连结 4F、AH. 

设 AF 与 BE 相交 于 MM， 

AH 与 BD 相交 于 NN， 

连结 MN. 

为 4B = 2EF, AB/JEF, AD = 2BH, 
AD/ BH, 

所 以 全 和 一 如 一 2 

所 BMN /YJ FH. 

由 于 MN 在 平面 BDB. 上 ，FH 不 在 平面 
EDB 上 ， 

故 FH/ 平面 EDB. 

除了 证 明 ' 线 面 平行 "外 ,上 述 性 质 1、 性 
质 2 在 证 明 '“ 线 面 焉 直 ” 或 “ 面 面 焉 直 ” 问 题 时 也 
能 发 挥 意 想不到 的 作用 . 

例 2 如 图 7, 长 方形 4BCD 中, AB = w， 
把 它 折 成 正三 棱柱 的 侧面 (如 图 8), 使 4D 与 
BC 重合 ，AC 与 折 痕 BF、GH 分 别 交 于 点 
M、N. 求证 : 平面 DMNJ 平面 ADFE. 
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2012 年 上 海 市 并 杯 高 二 年 级 数学 竞赛 
个 人 赛 试题 4 数列 {an} 定义 如 下 : al = 2011,02 = 
、 填 空 题 ( 共 8 小 题 , 前 4 小 题 每 题 6 2012， 且 an+2 = tn = 1,2,…， 则 


分 , 后 4 4 小 题 每 9 分 , 满分 60 分 ) 

1. 计算 : 

4 x 3243 + 4 x 3243243i 

4324 x 3 十 4324324 x 3i 
中 这 = 一 1). 

2. 地 球 自 转 一 周 的 时 间 是 二 23 小 时 56 
分 4 秒 , 半径 约 为 6378 公里 . 上 海 的 位 置 在 北 
纬 31.237°* 上 , 则 在 上 海 海 平面 位 置 上 一 点 的 
地 球 自 转 线 速度 是 (精确 到 米 / 秒 ). 

3. 己 知 二 次 沙 数 f(z) 满足 f(1) = 1, 了 (2) 
= 7,f(3) = 19, 则 f(4) + f(5) 十 … + f(20) 


= (其 











ll 


分 析 : 根据 “ 面 面 垂 直 ”* 判 定 定理 ， 在 
平面 DMN 内 必 能 找到 一 条 直线 与 侧面 
ADEF 垂直 ,“ 一 步 到 位 ”添加 这 条 辅助 线 有 
难度 , 所 以 我 们 分 步 实 施 . 先 找 一 条 平面 
ADFE 的 垂 线 , 而 这 条 垂 线 和 平面 DMN 平行 ， 
接 下 来 在 平面 DMN 内 找到 这 条 垂 线 的 平行 
线 , 这 就 是 我 们 所 要 添加 的 辅助 线 . 

很 容易 在 上 底面 4EG 内 作出 GPl 平 面 
ADFE (其 中 点 P 为 4E 中 点 )， 下 面 在 平面 
.DMN 内 利用 性 质 1 或 性 质 2 作 出 PG 的 平行 
线 


思路 一 : 如 图 9, 取 DM 中 点 @, 连结 NQ， 
这 就 是 PG 在 平面 DMN 内 的 平行 投影 ; 


J 
图 9 


思路 二 : 如 图 10, 分 别 延 长 AG、DN、 
AEB、 DM, 设 AEB 与 DM 相交 了 于 R, AG 与 DN 


Q2012 三 
5， 设 周 长 为 1 的 正 2012 边 形 的 面积 为 9 
与 5 最 接近 的 单位 分 数 为 ~ (a 是 正 整 数 ) 
则 ac = 
1 1 


1 

6. 1 3 的 
正 整 数 % 的 最 大 值 是 

7. 一 个 四 位 数 4 = 二 CIC2030Q4 尽 
如 果 4 是 平方 数 , 且 al 和 io < a3 < ad. 则 所 
有 这 样 的 “好 数 ” 是 

8. 十 进 制 正 整 数 m 的 各 位 数字 的 平方 和 
为 2012, 则 ?的 最 小 值 为 














sdds sd sd did dd dd a 


相交 于 @, 连结 RQ. 则 RQ 就 是 以 点 4 为 投射 
中 心 , PG 在 平面 DMN 站 的 中 心 投影 ; 
ACB) 


D(C) 





H 
图 10 
思路 三 : 如 图 11, 连结 PF、GF 设 PF 与 
DM 相交 于 R，GF 与 MN 相交 于 Q@， 连 结 
RQ. 则 RQ 就 是 以 点 下 为 中 心 ,， PG 在 平面 


DMN 内 的 投影 . 


ACB) 


< 
| 
2O ~ 


图 11 


以 上 思路 所 作 的 投影 就 是 在 平面 DMN 内 
垂直 于 平面 4DRZB 的 那 条 和 恰 线 , 证 明 留 给 读者 . 
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解答 以 下 三 古 必 须 写 出 解 是 的 必要 步 缀 
二 、( 本 题 满 分 20 分) 已 知 直 线 x 十 y = 


4 与 函数 y = tanz(z < [0,3) u (3 2]) 


的 图 像 相交 于 4, B 两 点 , 求 |14B| 的 值 (精确 
到 0.0001). 

三 、( 本 题 满 分 20 分 ) 己 知 函数 y = 
f(z) 的 图 像 如 图 1 所 示 , 现 将 函数 作 变 换 4 = 
af (bz 十 c)+d 得 到 的 函数 图 像 如 图 2 所 示 , 求 w， 
b, c, 4 的 和 值 . 








图 2 


四 、 (本 题 满分 20 分 ) 已 知 正 整数 mm， 
?2 满足 V7 > rm 求证 : 


1 
vV7> 二 十 一 -. 
WA mn 


团体 赛 试题 
解答 本 试卷 必须 写 出 解 题 的 必要 步骤 或 


计算 器 的 算法 . 

一 、( 本 题 满分 20 分 ) 将 150 写 成 至 
少 2 个 连续 正 整 数 的 和 , 共有 多 少 种 不 同 的 
方式 ? 

二 、( 本 题 满分 20 分 ) 证 明 : 在 边 长 
为 1 的 正方 形 内 可 以 适当 放置 6 个 半径 为 > 的 
互 不 相交 (可 以 相 切 ) 的 圆 , 使 得 > > 0.18768. 

三 、( 本 题 满分 20 分 ) 已 知 关 于 z 的 方 
程 x 一 10x2 二 az 二 8 二 0 有 四 个 不 等 的 实数 
根 , 求实 数 & 的 取 值 范围 . 
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一 、 填 空 题 
1 sl 3 | 4 | 
过 |1|a08| 77 | 2013 | 


题 号 | 5 | 6 | 7 了 7 
1156, 1225, 1369, 28 99 

四 0 

一 解 : 设 A(z1,) B(x2, y2), 则 

BP (za 一 z1) + (ye 一 y) 

一 一 2(Z2 一 21)2， 

[4B| = V2|z2 一 zll|. 

利用 图 形 计算 器 , 可 得 zl 心 1.22492983， 
Z2 扩 3.55787688, 所 以 

[4B| = V2jza — zi| 

= V2|3.55787688 — 1.22492983| 





3.2993. 
三 、 解 : 由 图 像 1 知 , 函数 y= 了 (x) 的 解析 
式 是 y= ||z| 一 2|. 


由 图 像 2 知 , 函数 的 解析 式 是 

y=—4|lz—2|—1|+4 

=—2||2z —4| 一 2|+4 

= —2f(2z — 4) +4, 

或 者 y == 一 4||z 一 2| 一 1 十 4 

一 一 2||-2z 十 4 一 ?| 十 4 

一 一 2f( 一 27z 十 4) 十 4. 

所 以 , & = -2.0 二 2,c 二 -4d 二 4 或 
者 a = 一 2,b== 一 2,c= 二 4,d=4. 

四 、 证 : 由 题 设 条 件 可 得 

7m2 > 2 十 工 . 

对 于 整数 z, 有 z2 = 0,1,2,4(mod7), 所 
以 7m2 半 2 十 1 (否则 , n? 三 6(mod7)), 7m2 关 
nz 十 2 (否则 , n? 三 5(mod 7)), 故 

7m2 之 nm2 十 3， 
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150 一 CQ 二 ae 十 1 十 … 十 (aa 十 万 )， 
其 中 o, k 都 是 正 整数 , 于 是 

(2a + k)(k+1) = 300 = 22.3.52. 

因为 (2a 十) 十 (k++1) = 24 十 2k 十 1 是 奇 
数 ; 所 以 2a 十 k 与 上 十 1 为 一 奇 一 偶 , 且 24+ > 
十 1> 1, 所 以 


k++1=3, k++1=5, 

2a + k= 22.52, 2a + k= 22.3.5, 
k+l1=3.5, Kk 十 1 = 22， 

2a + k= 22.5, 2a + k= 3.52, 
k++1=22.3, 

20 + k= 52, 


解 得 

(a, k) = (49,2), (28, 4), (3, 14), (36, 3), (7, 
11). 

所 以 , 共有 5 种 不 同 的 方式 . 

二 、 解 : 将 6 个 等 贺 按 如 图 3 所 示 的 方 
法 放置 , 注意 到 四 边 形 O203O06e04 是 萎 形 , 作 
O3sM_LOIOD 于 点 MM ONLO3O4 于 点 N, 设 
ZLO1O3M =aw, 则 有 





2 x 2r cosa++ 27 = 1, 
3 xXx2rsina+t27r=1, 


1—2r 
27 COS Q = > 
| 


1 一 2 
27 sin ca 一 3 ， 


1 一 2 六 2 /1—2n\2 
J ~ 必 2_ 
消去 ,得 4r?=( 2 ) +( 3 ) ， 
即 92r2 + 52r— 13=0, 
, 一 L3 十 6V13 
解 得 "tv 
的 已 舍 去 ). 


所 以 , 按 如 图 所 示 的 放置 , 可 以 使 得 > 之 
0.18768. 











0.1876806011 ( 负 
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注 : 6 个 等 圆 如 果 按 如 图 4 方式 放置 , 那么 
他 们 的 半径 分 别 为 
7 = 0.1667, 7 = 0.1771, 7 = 0.1847. 


CX 





三 、 解 : 显然 , z = 0 不 满足 方程 , 所 以 方 
程 可 化 为 : -x3 十 10z 一 > 一 0a. 

用 图 形 计算 器 作 函 数 f(x) = 一 x3 + 10zx 一 
= 的 图 像 如 图 5 所 示 , 用 计算 器 求解 可 以 发 现 : 
当 z > 0 时 , 函数 有 极 大 值 F(2) = 8; 当 z < 0 
时 , 有 极 小 值 f(-2) = 一 8. 

所 以 当 实 数 a 满 足 条 件 a < (一 8,8) 时 , 方 
程 有 且 只 有 四 个 实数 解 . 

下 面 证 明 上 述 结论 如 下 : 

f(z) = 一 3z2 十 二 十 10， 

当 z = 二 2 或 x = 一 2 时 , f'(x) = 0; 

当 z € (一 2,0) U (0,2) 时 , fF/(z) > 0; 

当 z e (一 co, 一 2) U (2, +oo0) 时 ，P(z) < 0. 


RE “5 
i 
- 中 8 


所 以 函数 在 (-co,-2) 上 单调 递减 ， 在 
(一 2, 0) 上 单调 递增 , 而 f(-2) = 一 8 有 极 小 值 
一 8; 函数 在 (0, 2) 上 单调 递增 , 在 (2, +co) 上 单 
亩 递减 , 而 f(2) = 8 有 极 大 值 3. 

所 以 方程 在 a € (-8,8) 时 , 方程 有 且 只 有 
四 个 实数 解 . 

”1.4 EE T 
Daims 几 -23 完 上 和 
solvel EV)}-o 
sote 2 U6d)o] 








OF Xm 之 


XeD an -2c<2 
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数学 问题 与 解答 
2012 年 第 6 期 问题 解答 


| 


OOOOOOOOOOOOOOOOVOOOOOOOOVOOOVOOVOO. OO 


856. A4BC 中 , 点 情 、 玉 分 别 在 边 4B、 
4C 上 , 使 LPBC=LECB=3 人 4 BF 与 CE 
交 于 点 已 过 点 P 作 PM/AC 交 4B 于 点 MM， 
作 PNJ/AB 交 4AC 于 点 NN, 求证 :BM = CN. 

(401515 ”重庆 市 合川 太 和 中 学 ” 豪 安 全 
供 题 ) 

证 : 如 图 1, 连结 MN、MC、NB. 





由 条 件 易 得 
LBEC + LBEFC 
=AA+ALACE+ALA+ZLABF 
=AA+ZLACE+ALAECB+ AABF 
+ 人 FBC 
= LA+AACB+ LABC = 180°. 
. PB.PE 加 SAPBE 加 EB-.EP 
"PCO.PF Sper FC.FP’ 
PB EB 
PO FCO 
而 PB = PC, 从 而 BE = CF 
又 易 知 
SAPMC = SAPMN = SAPNB, 于 是 
ME SAPcM _ SAPNB _ NF 
EB SapcB ”SAPCcB FOC’ 
所 以 ME = NF. 故 忆 AM = BE-+ME-= 
CF-+-NF=ON. 











857， 设 ol = 1，an+l = Vn? [anj+1, 
nn 二 1,2,3,.…, 这 里 [zj 表示 不 超过 实数 z 的 
最 大 整数 , 求 [a。] 的 表达 式 . 

(223800 ”江苏 省 宿迁 中 学 ( 老 校 区 ) 人 陈 
炳 堂 供 题 ) 

解 : 由 题 设 得 al = 1, as = 1, Qs = 2， 
a4 一 V8, oa5 = V15, a6 = V23, ar = V33, +…, 

“~ [lal = [a2] = 1, las] = [os] = 2， 
[Qs] = 3, [ae] = 4, [ar] = 5, +-……- 

猜测 , 当 n > 4 时 有 [an] = 7% 一 2. 

现 用 数学 归纳 法 证 明 如 下 : 当 n = 4 时 ， 
己 验 证 结论 成 立 ， 假 设 n = k(k > 4,k € 
N*) 时 结论 成 立 , 即 [ok] = 大 一 2, 则 
ak = VE (k—2)+1l=VE ki3 

一 V (一 1)2 十 大 十 2> 天 一 1 


Qjpt1 = VR + (3—k) < kk > 4), 

[ok =k—1=(k+1)—2. 

这 就 是 说 ,n 二 & 十 1 时 上 述 结论 仍 成 立 . 

于 是 得 : [al] = [az] = i, [6&3] = 2, 当 nn > 
4 时 , [an] = 7 一 2. 

qT , 

858. 已 知 椭圆 -3 + 35 = 二 1(4 >5> 0) 
的 左 焦 点 为 F(-e,0)， 左 准 线 ! 与 z 轴 交 于 
所 及 , 过 反 的 直线 交 椭 贺 于 A、B 两 点 , 点 4 
关于 z 轴 的 对 称 点 为 D, 求证 : 点 下 在 直线 
BD 上 . 


(621000 
姚 先 伟 供 题 ) 
证 : 如 图 2, 分 别 过 点 4、B、 品 作 41 的 疏 


四 川 省 绵阳 东 搬 学 校训 中 部 
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线 4A、BG、DHH, 惰 足 分 别 为 EE、G、 上 及 . 由 
aAE KE 

AAEK 人 人 BGK 得主 a = RG 因 点 4、 D 

关于 z 轴 对 称 ，… AE = DH, KE = KH, 所 


BG KG 
设 椭 加 的 次 心率 为 et 则 eBG = BF 
HK DF 
_ 》 一 一 人 交 
eDH = DF, 所 以 RG = FB- 设 直线 BD 交 


z 轴 于 FF， 因为 AEJ/BGJDH,， 所 以 元 _ 
DR yy DF _ DF 
FB'*FB™ FB 





若 点 下 与 Fr' 不 重合 , 则 FF' 平 分 ZBFD. 
又 由 A、DD 关 于 z 轴 对 称 知 LBKF = LDKF,， 
所 以 ABKFQADKF, BK=DK. 而 AK = 
DK, 所 以 A、B 重 合 , 矛盾 . 故 点 下 与 F' 重合 ， 
即 点 五 在 直线 BD 上 . 

859. 设 a、5b 为 满足 4 十 b= 史 的 正 实数 ， 

、 a 
入 之 ， 求证 : ZE 

(672500 ”云南 省 大 理 州 澜 省 一 中 秦 庆 
雄 供 题 ) 

证 : 由 (ga 十 bj)? 之 4ab 和 ab=a 十 b 得 a 十 
b 之 4. 于 是 由 柯 西 个 等 式 的 变 式 , 得 





a 下 b Q2 二 22 
p2 二 入 ot ba+》xa a2b+ Nb 
、 (@ + b)? 加 (a + 6b)? 
”bb2a+Xe+a2b+X (gat+b)(ab + 和 ) 
at+b atb a+b 

ab+ 和 A at+b+A 和 oo+D 十 人 .4 

Q 十 忆 4 

A, ,A++4 

atbt+ (+ 6) 和 十 4 

即 

a + bo > 4 

22 二 aa a2 二 入 ”入 十 4 


(编者 注 : 从 证 明 过 程 分 析 , 可 知 不 等 式 等 
号 成 立 的 条 件 是 a = 5 = 2.) 
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860. 设 a、b、c e R+, 求证 : ds 
(2b+cec+a)? (2c+a+b)? 
2 + (Cras +221+(atbs > 
(610031 四川 成 都 市 ” 宿 晓 阳 供 题 ) 
证 : 由 a、b、cER+ 知 
2a2 二 (5 十 co < [20+ (+o)lat+ (+e) = 


(2a +b+ce)(a+ b+o), 

所 以 
(2c + b+e)? (2a+b+oe)? 
202+ (b+e) (a+b+e)(at+b+o) 
_ 2a+b+e 
at+b+i+c 

同 理 ， 
(2b+c+o): 2b+c+a 
202 十 {(c 十 a)j2 a+t+b+e’ 
(2c+a+b)*: 2ctatb 
2c2+(atb)2 a+bte 


三 式 相 加 即 得 欲 证 的 不 等 式 . 当 a = 1， 
b 一 0, c 一 0 时 , 不 等 式 左 端 一 4, 故 不 等 式 
中 的 常数 4 是 最 佳 的 . 

( 注 : 本 题 为 2003 年 类 国 数 学 与 林 匹 部 斌 

we pi (20+b+c) 

题 “ 设 a、b、 ‘ < RT+, 试 证 : 207 + (BT 
(2 十 C 十 wa) (2c 十 十 电 » fi , 
282 十 (c 十 a)j2 2c2+(0+0)? 系 & 的 下 乔 作 
计 ) 
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861. 如 图 3, 在 人 4BC 中 ,DD、 轧 分 别 为 边 
AB、AC 上 的 点 . BB 与 CD 交 于 上 抬 G,AABE 
的 外 接 圆 与 人 ACD 的 外 接 圆 交 于 另 一 点 
P，AG 的 延长 线 与 AACD 的 外 接 圆 交 于 点 
Q (点 @ 异 于 点 4), 求证 : PQ/CD 的 充 要 条 件 
是 DE/BC. 





6 
图 3 
(243151 安徽 省 当 涂 县 青山 中 学 令 
标 供 题 ) 
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862. 设 zeIN, 求证 : 2 十 17 的 形 如 4 十 
3 的 质 因 数 必 有 偶数 个 . 
(157000 黑龙江 省 牡丹 江 市 韩 科 供 
古 ) 
863. 求 方程 组 
(+s + ) = 一 
| (y — 2z)(y + 22) = 13, 
(Z 一 z)(z2 十 2%2) = 40 
的 实数 解 . 
(050048 ”河北 省 石家庄 王 玉 怀 供 题 ) 
864.， 以 (0,) 中 的 整数 (m > 1 且 mm < 
N) 为 分 子 , 以 m 为 分 母 组 成 分 数 集合 A1, 其 
所 有 元 素 和 为 al; 以 (0,m2?) 中 的 整数 为 分 子 ， 


ee AAA A YY 


(上 接 第 8-36 页 ) 
选择 的 基础 上 , 通过 联想 、 化 归 与 建构 的 过 程 
来 确定 解 题 的 识别 点 . 但 是 由 于 个 人 模式 选择 
的 不 同 , 在 此 过 程 中 模式 识别 的 方式 均 呈 现 出 
各 自 鲜明 的 特色 . 文 [3] 指出 , 从 思维 的 角度 看 ， 
模式 识别 的 解 题 策略 体现 了 思维 定 势 正 迁 移 的 
积极 作用 .“ 遇 新 思 陈 、 推 陈 出 新 ”无 非 是 为 了 
在 当前 问题 与 头脑 中 已 有 的 知识 、 经 验 之 间 建 
立 联系 , 以 诱发 积极 有 用 的 思维 定 势 . 无 论 在 
什么 情况 下 都 应 该 清醒 看 到 , 所 积累 的 知识 和 
经 验 都 是 解决 问题 的 依据 与 凭借 . 在 平时 学 习 
中 应 积极 积累 模式 与 自觉 使 用 模式 . 

5。 变 式 探 完 

如 果 对 本 题 仅 停留 在 以 上 的 操作 层面 上 ， 
则 如 “入 宝山 而 空手 归 ”, 错过 了 充分 挖掘 本 题 
价值 的 最 佳 时 机 . 实际 上 , 本 题 求解 完 之 后 , 反 
思 一 下 , 是 谷 还 有 意欲 未 尽 的 感觉 呢 ? 简单 地 
说 , 题 中 还 有 隐 含 信息 没有 挖掘 完 , 或 者 说 没 
有 充分 利用 (如 条 件 中 提 到 点 五, 以 上 求解 过 
程 中 却 未 用 到 ! ), 在 条 件 基 本 不 变 的 情况 下 ， 
可 改变 最 后 所 求 结论 , 笔者 尝试 作 些 变形 , 算 
是 抛砖引玉 , 供 有 兴趣 的 读者 继续 拓展 、 变 形 . 

变形 1: 求 DF 长 . . 
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以 m2 为 分 母 组 成 不 属于 Al 的 分 数 集 , 其 所 有 
元 素 和 为 az;………. ,以 此 类 推 , 以 (0,m")(n € 
N*) 中 的 整数 为 分 子 , 以 rn2? 为 分 母 组 成 不 属 
于 Ali, 42， .An -的 分 数 集 A 其 所 有 元 素 
和 为 Qn, 求 交 Qk 
=1 

(246003 安徽 省 安庆 三 中 汪 学 思 供 题 ) 

865. Wi {an} 满足 al = V3, ant1 = 
[Qn] + 一 一 6 -人 E 其 中 [aa] 表示 不 超过 on 的 最 


大 整数 求 {an} 的 通 项 公式 . 
(637851 ”四 川 省 莲 安 中 学 ” 蒋 明 试 供 题 ) 
(本 栏目 责任 编辑 李 大 元 汪 纯 中 ) 


Se A A A A Se dA A Sd Sd Se Se A SA A SA Sd rd 


提示 : 运用 解析 法 , 在 分 析 三 的 基础 上 ， 
AC 的 方程 为 y = $2 + 20, DF 便 是 点 轧 到 直 
线 的 距离 , 解 得 DF = 12. 

变形 2: 求 AFH 长 . 

提示 : 名 在 分 析 二 的 禁 础 上 , 由 A、D、 
坊 、 轧 四 点 共 圆 ， 且 A 如 是 直径 ， 此 加 也 为 
人 ADE 的 外 接 阅 ， 由 正弦 定理 得 4H = 
DE 15 75 





sinA 4 4 
5 
四 在 分 析 三 的 基础 上 ， 求 出 4(-15,0)， 
再 用 待定 系数 法 求 点 五 坐标 . 设 互 (0,h)， 由 
点 五 为 AhBC 的 重心 , 则 4H1BC, 即 AB: 


BC = 0, 求 得 如 (0， 2). 然后 运用 两 点 间 
距离 公式 , 可 得 AH = 二. 
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数字 的 计量 功能 


200062 
数字 的 最 基本 功能 是 计量. 它 是 从 清点 某 
一 事物 的 个 数 开 始 , 然后 发 展 为 对 这 个 事物 轻 
重 、 大 小 等 定量 方面 的 描述 . 原先 世界 各 地 都 
有 自己 的 度量 标准 , 为 了 便于 国际 范围 内 的 交 
流 ，1875 年 17 个 国家 的 代表 在 巴黎 召开 会 议 
制定 国际 通用 的 计量 制度 , 通称 公制 . 图 1 是 韩 
国 通 过 邮票 来 宣传 与 推行 公制 . 公制 的 单位 制 
度 , 又 称 米 千 克 秒 (mks) 单 位 制 , 它们 分 别 用 来 
人 确定 趾 离 、 质 量 和 和 时间 . 
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图 1 ( 沛 国 , 1964) 
1， 公 市 长 度 的 主 单位 是 米 (m)， 标 准 
米 玉 用 铀 镀 合 金 制 成 断面 为 往 形 ,在 0*C 时 标 
准 米 尺 上 两 端 刻 痕 之 间 的 距离 为 1 米 (图 2). 


篆 用 的 长 度 单 位 有 : 干 米 ( 公 里 ，km)、 分 
米 (dm)、 厘 米 (cm) 、 紧 米 (mm) 等 等 . 图 3 告 
诈 人 们 如 果 用 瑞 制 测量 身高 是 5 英尺 11 英 寸 ， 


滥 么 换算 成 米 尺 后 约 等 于 180 厘米 (cm). 
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图 2 (匈牙利 , 1976) 图 3 (澳大利亚 ,1973) 


为 了 适应 各 种 项 求 , 人 们 研制 了 不 同 的 度 
I 长 诬 的 革 基 , 妈 以 厘米 为 让 单位 的 尺 (图 44)， 
下 分 尽 (图 5) 的 精 夺 可 以 达到 0.01 mm. 
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图 4 《南斯拉夫 , 1974) 向 5 ( 关 国 , 1962) 


2. 公制 质量 的 主 单位 是 干 克 , 标准 十 交 
的 樵 但 是 用 铀 镀 合 金 制 成 的 圆柱 体 , 它 是 高 
与 肖 径 均 为 39.17 mm 的 阅 柱 体 ( 图 6)， 其 在 
纬度 45。 的 海平 面 上 的 质量 为 1 千克 . 夭 带 是 
物体 受到 万 有 引力 作用 后 的 度 景 . 下 村 
量 不 同 , 重 最 @G 与 ) oa 一 
mg (9 为 重力 加 速度 ), 重量 的 单位 是 牛 wm pl 
以 质量 1 千克 产生 的 重生 量 约 为 9.8 牛 琐 , 或 者 说 
是 1 干 苑 重负 用 的 质量 单位 有 : 吨 、 征 宽 


(kg)、 克 (@)、 毫 克 (mg) 等 等 . 图 7 是 以 到 为 单 
图 8 中 人 的 体重 英制 是 
\ 人 制约 等 村 100 千克 . 


位 的 傍 秤 . 
傍 ， 换算 成 和 
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网 6 ( 匈 阔 利 , 1976) 附 7 【新 加 坡 ，1979) 





图 8 ( 澳 大 利 姜 ，1973) 


关注 谷 超 豪 先生 对 当前 数学 教育 的 忧 思 


张 间 宙 ” 赵 小 平 


一 代数 学 大 师 谷 超 察 先生 去 世 , 各 界 同 声 

2012 年 5 月 26 日 《文汇报 》 记 者 有 一 篇 
报道 , 谈 及 谷 先 生 2010 年 接受 独家 专访 时 ,， 曾 
对 当前 的 数学 教育 表示 忧虑 . 以 下 的 文字 摘 引 
自 这 篇 报道 . 

“兴起 之 先生 忍 不 住 提出 ,现在 中 学 的 数学 
教育 太 忽 视 对 学 生 推 理 能 力 的 培养 ， 他 认为 ， 
现在 的 几何 教学 仅仅 停留 在 平面 与 空间 的 图 形 
上 , 缺少 几何 最 关键 的 推理 过 程 .” 

“2005 年 中 学 数学 新 的 课程 标准 中 取消 了 
传统 的 欧 氏 几何 , 代 之 以 ‘空间 与 图 形 ', 这 样 的 
数学 教学 太 缺 少 逻 辑 推导 过 程 ”. 

“现在 有 些 人 太 过 分 了 , 一 谈 教 学 就 是 美 
国 怎么 样 , 就 因为 美国 的 中 学 几何 教学 要 求 不 
高 , 所 以 我 们 也 要 降低 要 求 . 如 果 中 学 生 不 学 
几何 , 就 好 比 是 数学 学 习 缺 少 了 灵魂 ". “好 多 
次 听 学 校 教 高 等 数学 的 老师 反映 , 新 进来 的 不 
少 大 学 生 不 会 写 证 明 题 , 不 会 逻辑 演绎 . 现在 


数学 中 几何 的 推理 证 明 被 淡化 , 甚至 连 平 面 儿 
何 ' 都 取消 , 不 鼓励 学 生 问 ' 为 什么 ', 不 鼓励 学 生 
通过 逻辑 推理 来 逐步 证 明 自 己 的 结论 , 数学 就 
失去 了 它 的 重要 功效 之 一 .” 

文汇报 记者 接着 说 :采访 归来 , 记者 根据 
谷 先生 的 建议 写 好 报道 , 送 去 给 先生 审阅 . 没 
想到 , 报道 送 去 后 , 就 一 直 没 有 回来 . 谷 先生 
说 , 对 数学 教育 提出 批评 意见 , 这 是 一 件 很 产 
谨 的 事情 , 为 此 , 他 要 再 仔细 研究 研究 中 学 课 
本 , 看 一 看 现在 中 学 数学 课本 到 底 人 缺失 嘟 些 内 
容 . 不 久 后 , 谷 先生 的 秘书 义 彬 老师 告诉 记者 ， 
谷 先生 托 他 去 中 学 讨 一 套数 学 教材 , 等 看 完 后 
再 补充 材料 时 , 谷 先生 的 病情 一 直 反 复 . 记者 
等 着 先生 的 回话 , 却 不 料 -…… 2. 

谷 先生 的 上 述 思考 ， 虽然 来 不 及 正式 所 同 ， 
但 仍然 不 失 为 一 份 重要 的 遗言 . 我 们 也 许可 以 
将 之 称 为 “ 谷 超车 之 忧 ?， 希望 数学 教育 界 的 同 
仁 们 , 大 家 都 来 关注 . 但 愿 谷 先生 的 建言 能 够 
得 到 应 有 的 重视 . 
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